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Abstrat
The purpose of this work is to geometrize the notion of mixed Hodge struture. Therefore,
we assoiate equivariant vetor bundles on the projetive plane to triltered vetor spaes.
Making this Rees onstrution with ltrations arising from mixed Hodge strutures gives an
equivalene of ategories between the ategory of mixed Hodge strutures and a ategory of
equivariant vetor bundles on P2C that are semistable for a semistability ondition with respet
to a divisor. Using this ditionary we an reover geometrially some properties of mixed Hodge
strutures like the abelian arater of the ategory of mixed Hodge strutures or the fat that
higher extensions vanish.
Next, looking at the seond Chern lass of the Rees bundles, we dene the R-split level
of the mixed Hodge strutures that generalize the notion of R-split mixed Hodge struture.
This invariant an be expressed in terms of the Hodge numbers hp,q and some Hodge-type
integers sp,q that are given by the relative position of the Hodge and onjugate ltrations.
When the Hodge numbers are onstant for a family of mixed Hodge strutures, these numbers
vary semiountinously. This allows to dene stratiations of the bases of variations of mixed
Hodge strutures.
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1 Introdution
Le développement de la théorie de Hodge a permis, à travers les strutures additionnelles
qu'elle apporte, une ompréhension plus profonde de nombreux invariants topologiques, groupes
d'homotopie, groupes de ohomologie, dans le adre de la géométrie algébrique omplexe. Dans
e travail nous nous proposons de géométriser la notion de struture de Hodge mixte. Nous as-
soions aux strutures de Hodge mixtes, qui sont essentiellement la donnée d'un espae vetoriel
muni de trois ltrations vériant ertaines relations d'inidene, des objets géométriques que
sont les brés vetoriels. Cette onstrution, "de Rees", est largement inspirée d'une part par la
onstrution des strutures twistorielles mixtes sur la droite projetive omplexe de C.Simpson
[Si2℄, d'autre part par la onstrution de C.Sabbah [Sa℄, toujours sur la droite projetive om-
plexe, de brés vetoriels pour étudier les strutures de Frobenius sur les variétés. Dans [Sa℄,
on onstruit des brés sur P1 à partir de la ltration de Hodge et de la ltration par le poids
d'une struture de Hodge. Les strutures twistorielles mixtes de [Si2℄, brés vetoriels sur P1,
sont onstruites, lorsqu'elles viennent de la théorie de Hodge à partir de la ltration de Hodge
et de sa onjuguée ; les positions relatives des ltrations se traduisent en termes de semistabil-
ité des brés. Les objets géométriques que nous assoions aux espaes vetoriels triltrés sont
des brés sur le plan projetif omplexe P2 qui sont équivariants pour l'ation de tores et ont
ertaines propriétés de semistabilité. Cette onstrution rassemble en quelque sorte elle de [Sa℄
et de [Si2℄ puisque lorsque les objets proviennent de strutures de Hodge les brés de Rees sont
onstruits à partir de la ltration de Hodge, sa onjuguée et la ltration par le poids. Cette
onstrution est similaire à elle de Klyahko qui a montré dans [Kly℄ que les brés vetoriels
équivariants sur les variétés toriques sont équivalents à ertains types d'ensembles de ltrations
d'espaes vetoriels et de sa généralisation par [Per℄.
Pour que la orrespondane soit pertinente, il ne sut pas de dérire les objets assoiés
aux strutures de Hodge mixtes mais aussi les morphismes entre es objets. La puissane de la
théorie de Hodge telle qu'elle a été développée par P.Deligne dans [Del2℄ et [Del3℄ tient au fait
que ses onstrutions sont fontorielles et au fait que les morphismes entre strutures de Hodge
qui apparaissent naturellement ont une grande rigidité, on dit, et nous l'expliiterons plus bas,
qu'ils sont stritement ompatibles. Nous dérivons ii les morphismes équivariants entre brés
qui orrespondent à es morphismes stritement ompatibles d'espaes vetoriels ltrés.
La motivation, outre la uriosité naturelle, pour s'appliquer à géométriser es strutures
et érire un "ditionnaire " théorie de Hodge-faiseaux équivariants est de pouvoir traduire les
problèmes étudiés en théorie de Hodge, variations de strutures de Hodge, limites de strutures
de Hodge, modules de strutures de Hodge en termes de problèmes "lassiques" de géométrie
algébrique, familles de faiseaux équivariants, limites dans les espaes de modules ou les hamps
de faiseaux ohérents équivariants. Le problème de donner un sens à une limite de strutures
de Hodge mixtes par exemple se traduirait en la question suivante : le hamps des objets
équivariants assoiés est-il ompat ? Malheureusement, omme nous le dérivons plus bas, bien
que nous puissions érire un ditionnaire entre strutures de Hodge mixtes et brés équivariants,
nous n'arrivons pas ii réellement à dénir d'objet géométrique équivalent à une variation de
strutures de Hodge mixtes.
*
Ce texte se déompose en quatre parties et une annexe. La première et la deuxième partie
sont vouées à l'étude pontuelle et respetivement en famille des espaes vetoriels ltrés. La
troisième et la quatrième sont les appliations de la première et de la deuxième partie à la
théorie de Hodge dans le sens où les espaes ltrés étudiés proviennent de strutures de Hodge.
On verra que la tradution des propriétés pontuelles est aisée, de la partie 1 à partie 3 alors
que l'anti-holomorphiité est un obstale à dérire les familles de strutures de Hodge à l'aide
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de familles algébriques ou holomorphes de brés équivariants.
**
Dérivons plus préisement le ontenu des quatre parties.
• La première aboutit au résultat lé de e travail puisqu'il dérit une équivalene de
atégories entre la atégorie des espaes vetoriels munis de trois ltrations et la atégorie des
brés équivariants pour l'ation d'un tore munis d'une ertaine ondition de semistabilité.
Elle débute par de nombreuses setions expositoires des notions utilisées par la suite.
On se plae sur un orps k algébriquement los de aratéristique nulle. On rappelle diérentes
dénitions sur les ltrations suivant [Del2℄, la prinipale étant la suivante : un morphisme entre
espaes vetoriels ltrés f : (V, F •) → (V ′, F •′) est stritement ompatible aux ltrations s'il
est non seulement ompatible aux ltrations, i.e. pour tout entier p, f(F p) ⊂ F p′, mais plus, si
tout élément de l'image par f de V qui est dans F p′ provient d'un élément de F p, i.e.
f(F p) = Im(f) ∩ F p′.
La notion ruiale dénie ensuite est elle de ltrations opposées. Trois ltrations nies
et déroissantes d'un même espae vetoriel V , W •, F • et G• sont dites opposées si
∀p, q, n, , p+ q + n 6= 0⇒ GrpF•GrqG•GrnW•V = 0.
On prendra garde, omme noté dans [Del2℄, et nous le verrons dans les propriétés des brés as-
soiés à des triplets de ltrations opposées, que l'ordre des ltrations importe dans la dénition.
Par le lemme de Zassenhaus F • et G• jouent ii un rle symétrique. On pourra lui préférer la
dénition équivalente,
(W •, F •, G•) opposées ⇔ ∀ n, (F •, G•) sont − n-opposées sur GrnW•V,
dans laquelle la dissymétrie est plus expliite.
On aborde ensuite les onstutions de Rees qui forment la base de la géométrisation des
espaes vetoriels ltrés. La philosophie générale de es onstrution est la suivante : à un veto-
riel ltré on assoie un bré équivariant pour l'ation d'un tore, l'ation permet réiproquement
de retrouver la ltration sur une des bres du bré. Plus préisement, onsidérons un espae
vetoriel muni d'une ltration déroissante et exhaustive (V, F •) on assoie un faiseau sur la
droite A1 = Spe k[u], sous-faiseau de j∗(OGm ⊗k V ) (où j : Gm → A1) engendré par les
éléments de la forme u−p.w pour w ∈ F p. La ltration fournit des "ples" en 0. Le faiseau
obtenu est le faiseau de Rees ξA1(V, F
•), il est loalement libre et équivariant pour l'ation du
tore Gm par translation sur la base. Réiproquement, si l'on part d'un bré équivariant sur la
droite ane, on peut reonstruire une ltration sur l'espae vetoriel bre en 1 du bré en re-
gardant l'ordre des ples des setions équivariantes. La onstrution de Rees et sa onstrution
inverse donnent une orrespondane (f.[Si2℄),
{Espaes vetoriels ltrés} ΦR {Fibrés Gm équivariants sur A1}
ΦI
.
On peut poursuivre ette orrespondane aux espaes vetoriels munis de deux ltrations.
A gauhe les morphismes sont les morphismes d'espaes vetoriels ltrés stritement ompatibles
aux ltrations, à droite les morphismes sont les morphismes équivariants de brés vetoriels
dont le onoyau est singulier au plus en odimension 2, le lieu de singularité étant ontenu dans
l'origine du plan ane,
{Espaes vetoriels biltrés} ΦR {Fibrés G2m équivariants sur A2}
ΦI
.
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Si l'on part d'un espae vetoriel triltré (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ), on peut alors dénir un bré
sur le plan projetif ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) en reollant les brés sur les anes standards obtenus
à partir des trois ouples de ltrations. C'est le bré de Rees assoié à l'espae vetoriel tril-
tré (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ). Les ations des G
2
m se reollent pour former une ation du tore quotienté
par la diagonale, T = G3m/∆(G
3
m). On peut alors exhiber une équivalene de atégories en-
tre la atégorie des espaes vetoriels triltrés munie des morphismes stritement ompatibles
entre les ltrations et la atégorie des brés T-équivariants sur le plan projetif munie des
morphismes équivariants dont le onoyau est singulier au plus en odimension 2, don sans
torsion. Le onoyau d'un morphisme dans ette atégorie est déni omme étant le faiseau
réexif assoié au onoyau faiseautique, et est don loalement libre puisque l'on est sur une
surfae. L'équivalene de atégories déoule don du fait que le fonteur de Rees est exat de la
atégorie des espaes vetoriels triltrés munie des morphismes stritement ompatibles vers la
atégorie des faiseaux ohérents équivariants sur le plan projetif privé des trois points origines
des artes anes standard. Le onoyau ainsi déni dans la atégorie des brés sur le plan pro-
jetif omplexe oïnide don en dehors d'un ensemble de odimension 2 ave le bré de Rees
assoié au onoyau du morphisme de modules de Rees, ainsi les brés assoiés sont isomorphes
ar les faiseaux réexifs sont entièrement déterminés par leur restrition au omplémentaire
d'un ensemble de odimension 2.
En vue de l'appliation à la théorie de Hodge, il faut traduire la ondition ltrations
opposées en terme de brés de Rees. Par un alul de lasse de Chern, on sait que les brés
assoiés aux strutures de Hodge doivent être de degré 0. On remarquera, en guise de véria-
tion, que toutes les formules de alul des invariants des brés assoiés à des ltrations opposées
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) sont symétriques en F
•
1 et F
•
2 . Supposons que (V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) forment des ltra-
tions opposées. Alors sur haque espae gradué assoié à la ltration F •0 , elle qui joue un rle
dissymétrique, les deux autres ltrations sont opposées. Cei se traduit par le fait que le bré
Gm-équivariant obtenu par restrition du bré de Rees au diviseur assoié à la ltration F
•
0 ,
P10, soit semistable de pente 0. Réiproquement, si tel est le as pour un bré de Rees, alors les
ltrations (F •1 , F
•
2 ) dénissent bien des ltration n-opposées sur le gradué à l'étape n assoié à
F •0 .
Le théorème prinipal est don,
Théorème. 2 La onstrution du bré de Rees sur P2 assoié à un espae vetoriel triltré
établit des équivalenes de atégories entre :
• La atégorie des espaes vetoriels de dimension nie munis de trois ltrations déroissantes et
exhaustives et des morphismes stritement ompatibles aux ltrations C3filtr est équivalente à la
atégorie des brés vetoriels sur le plan projetif P2 munis de l'ation de T et des morphismes
équivariants de brés dont les singularités du onoyau sont en odimension 2, supportées aux
points (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : 0 : 1), Fib(P2/T) :
{C3filtr}
ΦR {Fib(P2/T)}
ΦI
.
• La atégorie des espaes vetoriels de dimension nie munis de trois ltrations déroissantes,
exhaustives et opposées et des morphismes stritement ompatibles aux ltrations C3filtr,opp est
équivalente à la atégorie des brés vetoriels P10-semistables de pente 0 sur le plan projetif
P2 munis de l'ation de T et des morphismes équivariants de brés dont les singularités du
onoyau sont en odimension 2, supportées au point (1 : 0 : 0), FibP10−semistable,µ=0(P2/T) :
{C3filtr,opp}
ΦR {FibP10−semistable,µ=0(P2/T)}
ΦI
.
Pour l'appliation à la théorie de Hodge, il faut ajouter de la struture réelle ; on veut
trouver la ondition sur les brés de Rees qui traduise le fait que les ltrations (F •1 , F
•
2 ) soient
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onjuguées par rapport à une struture réelle sous-jaente. Le orps de base est ii elui des
omplexes, C. Cette ondition est une propriété d'équivariane des brés de Rees pour l'ation
d'une involution anti-holomorphe τ qui éhange les droites assoiées aux ltrations F •1 et F
•
2 .
Un bré est Tτ -équivariant s'il est à la fois τ et T-équivariant. On montre alors que,
Théorème. 3 La atégorie des espaes vetoriels omplexes de dimensions nies munis d'une
struture réelle sous-jaente, de trois ltrations déroissantes, exhaustives et opposées telles que
deux d'entre elles soient onjuguées, l'autre dénie sur la struture réelle, et des morphismes
stritement ompatibles aux ltrations C3filtr,opp,R est équivalente à la atégorie des Tτ -brés
vetoriels P10-semistables de pente 0 sur le plan projetif P
2
et des morphismes de Tτ -brés
dont les singularités du onoyau sont en odimension au plus 2, supportées au point (1 : 0 : 0),
FibP10−semistable,µ=0(P2/Tτ ) :
{C3filtr,opp,R}
ΦR {FibP10−semistable,µ=0(P2/Tτ )}ΦI .
Ces desriptions et l'étude faite dans le théorème 1 permettent de montrer, de façon
géométrique, que les atégories C3filtr,opp et C3filtr,opp,R sont abéliennes. On introduit alors la
atégorie C−3filtr,opp dont les objets sont eux de C3filtr,opp mais dans laquelle les morphismes sont
supposés ompatibles, pas forément stritement ompatibles. On retrouve, omme onséquene
des théorèmes préédents, le résultat de Deligne ([Del2℄, th 1.2.10.) qui dit que tout morphisme
de C−3filtr,opp est automatiquement stritement ompatible aux ltrations et don que ette
atégorie se onfond ave C3filtr,opp.
Il est très important de noter que les atégories abéliennes FibP10−semistable,µ=0(P2/T) et
FibP10−semistable,µ=0(P2/Tτ ) qui sont des sous-atégories de la atégorie des faiseaux ohérents
sur le plan projetif ne sont pas des sous-atégories abéliennes de ette atégorie. Le fonteur
ΦR n'est pas exat des modules de Rees gradués vers les faiseau ohérents. Les onoyaux dans
FibP10−semistable,µ=0(P2/T) et FibP10−semistable,µ=0(P2/Tτ ) sont dénis omme les faiseaux
réexifs (don loalement libres puisque l'on est sur une surfae) anoniquement assoiés aux
onoyaux faiseautiques. Comme les singularités de es derniers sont au plus en odimension 2,
prendre le faiseau réexif assoié ne hange pas le degré et permet d'énoner des propriétés de
P10-semistabilité et µ-semistabilité.
La atégorie des brés Fibµ−semistable,µ=0(P2/T) dénie de la même façon mais ave
une ondition de semistabilité moins forte, la µ-semistabilité, est abélienne (théorème 1, [Pen℄).
Cette remarque nous permet de dénir la atégorie équivalente des espaes vetoriels munis de
trois ltrations "µ-opposées", ondition symétrique en les trois ltrations.
• Dans la deuxième partie, on veut poursuivre le ditionnaire établi dans la première
partie pour les espaes vetoriels ltrés aux familles d'espaes vetoriels ltrés. Par famille
d'espaes vetoriels ltrés paramétrisée par une base S, on entend bré vetoriel sur S ltré
par des sous-espaes vetoriels strits. Lorsqu'on fait la onstrution de Rees assoiée à un
bré vetoriel ltré par des sous-brés strits et tel que les ltrations soient exhaustives et
déroissantes sur une variété algébrique lisse S, (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) → S, on obtient un faiseau
de OS×P2-modules ohérent ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) qui n'est pas loalement libre en général, mais
toujours réexif. Le faiseau de Rees relatif ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) est T-équivariant pour l'ation de
T sur le produit S ×P2 héritée de l'ation par translation sur le deuxième fateur. On ne sait
pas en toute généralité retrouver la famille d'espaes vetoriels ltrés à partir du faiseau de
Rees équivariant. Par ontre si la famille est plus rigide i.e. si les rangs d'intersetion deux à
deux des diérents sous-brés ne sautent pas, alors le faiseaux de Rees est un bré vetoriel
équivariant dont la donnée est équivalente à elle de la famille. Cette hypothèse est notée (H).
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Elle est toujours vériée par strates, ainsi le ditionnaire relatif est un ditionnaire par strates ; la
ondition ltrations opposées est toujours traduite en terme de P10-semistabilité des restritions
du bré de Rees aux {s} ×P2 pour s ∈ S, restritions permises par l'hypothèse (H). Ainsi, il
vient,
Théorème. 4 Soit S une variété algébrique lisse de type ni sur un orps algébriquement los
de aratéristique nulle k. La onstrution des faiseaux de Rees relatifs sur S ×P2 établit les
équivalenes de atégories entre :
• La atégorie C3filtr(S) des brés vetoriels sur S triltrés par des sous-brés strits tels que
les ltrations soient exhaustives et déroissantes munie des morphismes de brés stritement
ompatibles aux ltrations et qui vérient l'hypothèse (H) et la atégorie Fib(S × P2/T) des
brés vetoriels T-équivariants sur S×P2 dont les restritions ont les propriétés voulues munie
des morphismes équivariants de brés dont le onoyau est sans torsion :
C3filtr(S) + (H)
ΦR Fib(S ×P2/T)
ΦI
.
• La atégorie C3filtr,opp(S) des brés vetoriels sur S triltrés par des sous-brés strits tels
que les ltrations soient opposées, exhaustives et déroissantes munie des morphismes de brés
stritement ompatibles aux ltrations et qui vérient l'hypothèse (H) et la atégorie
FibP10−semistable/S,µ=0/S(S × P2/T) des brés vetoriels T-équivariants sur S × P2 dont les
restritions ont les propriétés voulues et dont les restritions à {s} ×P2 pour tout s ∈ S sont
P10-semistables de pente 0 munie des morphismes équivariants de brés dont le onoyau est sans
torsion :
C3filtr,opp(S) + (H)
ΦR FibP10−semistable/S,µ=0/S(S ×P2/T)ΦI .
• La troisième partie est la tradution de la première en termes de strutures de Hodge
mixtes. En oubliant la struture du réseau entier et la struture rationnelle, une struture de
Hodge mixte est la donnée d'une ltration exhaustive et roissanteW• d'un espae vetoriel réel
HR, la ltration par le poids, et d'une ltration exhaustive et déroissante F
•
du omplexié
HC = HR⊗RC, la ltration de Hodge telle que, F • étant la ltration onjuguée à la ltration
de Hodge par rapport à la struture réelle sous-jaente, le triplet de ltration (W•, F
•, F
•
)
forme un système de ltrations opposées sur HC. On fait la onstrution de Rees assoiée aux
données (HC,W
•, F •, F
•
), où W • est la ltration déroissante anoniquement assoiée à la
ltration W•. Alors la onstrution de Rees et la onstrution inverse,
{(HC,W •, F •, F •)}
ΦR
{ξP2(HC,W •, F •, F •)}
ΦI
,
établissent l'équivalene de atégorie donnée par le théorème
Théorème. 6 La onstrution du bré de Rees sur P2 assoié à un espae vetoriel triltré
établit les équivalenes de atégories entre :
• La atégorie des strutures de Hodge mixtes réelles CatCR−MHS et la atégorie des brés ve-
toriels Tτ -équivariants P10-semistables de pente µ = 0 munie des morphismes T
τ
-équivariants
dont les singularités des onoyaux sont supporté part la sous-variété de odimension 2, (1 : 0 :
0) :
{CatCR−MHS}
ΦR {FibP10−semistables,µ=0(P2/Tτ )}
ΦI
.
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Ce théorème donne une démonstration géométrique des faits suivants :
Corollaire. 11(Théorème (1.3.16), [Del2℄)
• La atégorie des strutures de Hodge mixtes réelles CatCR−MHS est abélienne.
• Les fonteurs oubli des ltrations, GrW , GrF , GrF et GrWGrF ∼= GrFGrW ∼= GrWGrF ∼=
GrFGrW de CatCR−MHS dans la atégorie des espaes vetoriels omplexes sont exats.
Expliitons dans le adre des strutures de Hodge mixtes la remarque faite à la n de
la présentation de la partie 1 sur les onoyaux dans la atégorie FibP10−semistables,µ=0(P2/T) .
Considérons la suite exate de strutures de Hodge mixtes
0→ A→ H → B → 0.
Cette suite exate se traduit par le théorème préédent en la suite exate dans la atégorie
FibP10−semistables,µ=0(P2/Tτ )
0→ ξA → ξH → ξB → 0.
Cette suite exate se transforme en ouple de suite exates dans la atégorie des faiseaux
ohérents équivariants 
0→ ξA → ξH → Coker→ 0,
0→ Coker→ ξB → OT → 0,
où T est un sous-shéma de odimension 2 supporté au point (0 : 0 : 1). Le fonteur de Rees
ΦR est "exat sur P
2\(0 : 0 : 1)". La longueur de T va nous permettre de dénir un invariant
intéressant des strutures de Hodge mixte qui detete si elles sont R-sindées ou non.
Avant de dérire et invariant donnons quelques onséquenes du théorème. Il permet
de retrouver géométriquement, à l'aide des résultats onnus sur les extensions de faiseaux o-
hérents sur les surfaes, le fait qu'il n'y a pas d'extension non triviales au delà des premiers
groupes d'extensions pour les strutures de Hodge mixtes. On donne en eet une autre démon-
stration du fait suivant ([C-H℄) : soient A et B deux strutures de Hodge mixtes, alors, pour
tout p > 1, Extp(B,A) = 0.
Par le biais des brés de Rees, on dénit aussi un notion de struture de Hodge mixte
indéomposable. Toute struture de Hodge mixte se déompose en sous-strutures de Hodge
mixtes indéomposables. Cei permet de omprendre la omplexité de la position relative des
ltrations par blos.
Le reste de la partie 3 est voué à la dénition et à l'étude du niveau de R-sindement
d'une struture de Hodge mixte. Cet invariant de strutures de Hodge mixtes, noté α, se dénit
à partir des invariants disrets des brés de Rees, brés de degré 0. Il est donné par la deuxième
lasse de Chern de es brés. Cette lasse de Chern est expliitée par la formule
α(H) = 2(ξP2(H)) =
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(hp,qH − sp,qH ),
où les entiers hp,qH sont dénis par
hp,qH = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•Gr
W•
−p−qHC.
Ce sont les nombres de Hodge lassiques. Les entiers sp,qH sont donnés par
sp,qH = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•HC.
Ces derniers entiers sont importants pour dérire les sauts de dimension d'intersetion entre
les sous-espaes vetoriels que dénissent la ltration de Hodge et sa onguguée et don pour
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mesurer la omplexité d'une struture de Hodge mixte en terme de position relative des ltra-
tions. Le niveau de R-sindement généralise la notion de struture de Hodge mixte R-sindée
dans le sens où il prend ses valeurs dans les entiers naturels et on a l'équivalene suivante
α(H) = 0⇔ H est R-sindée.
Pour une struture de Hodge mixteR-sindée, e qui est le as de toutes les strutures de Hodge
dont la longueur de la ltration par le poids est stritement inférieure à 2, on a pour tous les
entiers p, q, hp,qH = s
p,q
H . L'invariant se omporte bien par rapport aux opérations lassiques sur
les strutures de Hodge (f. Théorème 7.) et est sur-additif par extensions (f. Théorème 8.).
Dans quelques exemples, pour des ourbes omplexes de genre 0 et 1 qui ne sont pas
omplètes et ont pour singularités des singularités nodales, on alule le niveau deR-sindement
des strutures de Hodge mixtes sur le premier groupe de ohomologie. L'exemple pertinent le
plus simple est elui d'une ourbe de genre 0 ave deux points enlevés et deux points reollés.
L'espae de modules de telles ourbes est isomorphe à C. Alors l'invariant α est génériquement
égal à 1, la strutures de Hodge mixte est génériquement non sindée, et vaut 0 lorsque la lasse
d'isomorphisme de la ourbe est donnée par un point sur une droite réelle de C. Les sauts de
α se font en odimension réelle.
• La quatrième partie est d'abord onsarée à des rappels sur les variations de strutures
de Hodge mixtes et sur la onstrution des espaes de modules assoiés. On stratie ensuite
la base d'une variation de strutures de Hodge mixtes par l'invariant α qui est semi-ontinue
inferieurement, le niveau de R-sindement est génériquement le plus haut. On esquisse une idée
d'appliation de l'existene de telles stratiations sans toutefois parvenir à trouver d'exemple.
L'ambition d'érire, au moins sous l'hypothèse (H), un ditionnaire entre variations de
strutures de Hodge et familles de brés sur le plan projetif omplexe est vaine. Cette partie
ne peut pas être l'appliation de la partie 2 à la théorie de Hodge omme la 3 l'est de la 1.
L'obstale majeur est que la ltration onjuguée à la ltration de Hodge varie évidemment anti-
holorphiquement pour une variation de strutures de Hodge mixtes. On propose quelques idées
pour pouvoir "déplier" les ltrations de Hodge et onjuguées en deux ltrations holomorphes
et ensuite appliquer le travail de la partie 2.
• Dans l'annexe on rappelle la notion de struture twistorielle mixte d'après [Si2℄ ainsi
que la onstrution de brés sur la sphère holomorphe assoiés à des paires de ltrations. Les
entiers sp,q donnent une expression expliite des strutures twistorielles mixtes assoiées à des
strutures de Hodge mixtes.
∗ ∗ ∗
Remeriements : Je tiens à remerier C.Sabbah pour m'avoir suggéré ette démarhe, à
remerier C.Sorger pour les ommentaires sur la ondition de semistabilité et je tiens à exprimer
toute ma gratitude et ma reonnaissane à C.Simpson pour avoir enadré e travail.
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2 Constrution d'un bré sur P
2
assoié à un espae ve-
toriel triltré
2.1 Filtrations
2.1.1 Espaes vetoriels ltrés
Nous rappelons ii, suivant [Del2℄, des dénitions et généralités sur les ltrations. Cette
partie est destinée à xer les notations et à énoner des propriétés bien onnues. On xe un
orps k algébriquement los et de aratéristique nulle.
Soit V un espae vetoriel de dimension nie sur k.
Dénition 1. Une ltration déroissante F •(V ) (resp. roissante F•(V )) de V est une famille
de sous-espaes vetoriels (F p(V ))p∈Z (resp. (Fp(V ))p∈Z) de V tels que :
∀m,n, n ≤ m⇒ Fm(V ) ⊂ Fn(V )
(resp. ∀m,n n ≤ m⇒ Fn(V ) ⊂ Fm(V )). Un espae vetoriel V muni d'une ltration F • sera
appelé espae vetoriel ltré et noté (V, F •(V )).
On peut assoier une ltration déroissante F •(V ) à une ltration roissante F•(V ) en
posant : ∀m Fm(V ) = F−m(V ). Toutes les dénitions et propriétés que nous donnerons par la
suite pour les ltrations déroissantes se transportent ainsi aux ltrations roissantes.
Dénition 2. Une ltration de V est dite exhaustive s'il existe deux entiers p et q tels que :
F p(V ) = {0} et F q(V ) = V.
Dénition 3. Soient (V, F •(V )) et (V ′, F •(V ′)) deux espaes vetoriels ltrés. Un morphisme
d'objets ltrés f est un morphisme de V dans V ′ tel que :
∀m ∈ Z, f(Fm(V )) ⊂ Fm(V ′).
Les espaes vetoriels de dimension nie sur k forment une atégorie additive, la déni-
tion suivante a don un sens :
Dénition 4. Un morphisme d'objets ltrés f : (V, F •(V )) → (V ′, F •(V ′)) est stritement
ompatible aux ltrations si la èhe anonique de Coïm(f) dans Im(f) est un isomorphisme
d'objets ltrés 'est à dire, V et V ′ étant des k-modules omme espaes vetoriels sur k que :
∀m ∈ Z, f(Fm(V )) = Im(f) ∩ Fm(V ′).
A tout espae vetoriel ltré (V, F •(V )) est assoié un espae gradué qui est une famille
de k-espaes vetoriels indexée par Z, (GrnF•(V ))n∈Z = (F
n(V )/Fn+1(V ))n∈Z.
Soit j : V ′ →֒ V un morphisme injetif d'espaes vetoriels sur k. Supposons que V soit
muni d'une ltration F •(V ). On peut alors dénir sur V ′ une ltration induite par elle de V :
Dénition 5. La ltration F •(V ′) sur V ′ induite par la ltration F •(V ) sur V est l'unique
ltration qur V ′ telle que j soit un morphisme stritement ompatible aux ltrations 'est à dire
que l'on ait :
Fn(V ′) = j−1(Fn(V )) = V ′ ∩ Fn(V ).
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La ltration quotient sur V/V ′ est l'unique ltration telle que la projetion anonique
p : V → V/V ′ soit stritement ompatible aux ltrations 'est à dire :
Fn(V/V ′) = p(Fn(V )) ∼= (V ′ + Fn(V ))/V ′ ∼= Fn(V )/(V ′ ∩ Fn(V )).
On peut ainsi dénir par la strite ompatibilité et la propriété universelle des sommes
diretes la ltration d'une somme direte nie d'espaes vetoriels ltrés :
Soit (Vi, F
•(Vi))i∈[1,n] une famille nie d'espaes vetoriels ltrés. On dénit une ltration
sur ⊕i∈[1,n]Vi par :
F k(⊕i∈[1,n]Vi) = ⊕i∈[1,n]F k(Vi).
De façon analogue, pour le produit tensoriel d'un nombre ni d'espaes vetoriels ltrés :
Soit (Vi, F
•(Vi))i∈[1,n] une famille nie d'espaes vetoriels ltrés. On dénit une ltration
sur ⊗i∈[1,n]Vi par :
F k(⊗i∈[1,n]Vi) =
∑∑
i ki=k
Im(⊗i∈[1,n]F ki(Vi)→ ⊗i∈[1,n]Vi) =
∑∑
i ki=k
⊗i∈[1,n]F ki(Vi).
On a aussi, pour deux espaes vetoriels ltrés (V, F •(V )) et (V ′, F •(V ′)) :
F kHom(V, V ′) = {f : V → V ′|∀n, f(Fn(V ) ⊂ Fn+k(V ′)}
d'où :
Hom((V, F •(V )), (V ′, F •(V ′))) = F 0(Hom(V, V ′)).
Dénition 6. La ltration déroissante triviale de V notée Triv• est la ltration exhaustive
déroissante donnée par TriviV = V pour i ≤ 0 et Triv1V = {0}.
Pour p ∈ Z, l'opération de déalage Decp d'une ltration F •(V ) assoie à ette ltra-
tion exhaustive et déroisante la ltration exhaustive et déroissante DecpF •(V ) donnée par
DecpFn(V ) = Fn+p(V ) pour tout ninZ.
Cette dernière ltration est notée F [p]• dans [Del2℄. La ltration déroissante triv-
iale déalée de p, notée DecpTriv• est elle donnée par DecpTriviV = V pour i ≤ −p et
DecpTriv−p+1V = {0}.
Remarque : Pour ne pas alourdir les notations, la ltration triviale sur un espae veto-
riel sera enore notée Triv• sur les sous-espaes vetoriels et les espaes vetoriels quotients.
Dénition 7. On notera Cnfiltr la atégorie des espaes vetoriels de dimension nie sur k
munis de n ltrations déroissantes et exhaustives et dont les morphismes sont les morphismes
stritement ompatibles aux ltrations.
2.1.2 Filtrations opposées
On introduit ii, toujours suivant [Del2℄ la notion de ltrations opposées. On dira qu'un
espae vetoriel V sur k est biltré s'il est muni de deux ltrations F •(V ) et G•(V ), il sera noté
(V, F •(V ), G•(V )). GrnF•(V ) est un quotient d'un sous-objet de V et d'après la setion préé-
dente est don muni d'une ltration induite par la ltrationG•(V ) sur V . On obtient ainsi un ob-
jet bigradué (GrnG•Gr
m
F•(V ))n,m∈Z. Les objets (Gr
n
G•Gr
m
F•(V ))n,m∈Z et (Gr
m
F•Gr
n
G•(V ))n,m∈Z
sont anoniquement isomorphes par le lemme de Zassenhaus.
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Dénition 8. Deux ltrations nies F •(V ) et G•(V ) sur V sont dites n-opposées si
pour p+ q 6= n, GrnG•GrmF•(V ) = 0.
Si (V p,q)(p,q)∈Z×Z est un objet bigradué tel que :
V p,q = 0 sauf pour un nombre ni de ouples (p, q) et,
V p,q = 0 pour p + q 6= n, alors on dénit deux ltrations n-opposées de V = ∑p,q Vp,q en
posant :
F p(V ) =
∑
p′≥p,q′ V
p′,q′
Gq(V ) =
∑
q′≥q,p′ V
p′,q′
on obtient :
GrnG•Gr
m
F•(V ) = V
m,n
.
Par es onstrutions, Deligne établit une équivalene de atégories quasi-inverse l'une de l'autre
entre la atégorie des espaes vetoriels munis de deux ltrations n-opposées et la atégorie des
objets bigradués dénis i-dessus. Cette équivalene est donnée par la proposition suivante :
Proposition 1. [Del2℄
 (i) Soient F •(V ) et G•(V ) deux ltrations nies sur V . Ces deux ltrations sont n-
opposées si et seulement si
∀ p, q, p+ q = n+ 1⇒ F p(V )⊕Gq(V ) ∼= V .
 (ii) Si F •(V ) et G•(V ) sont n-opposées, si l'on pose V p,q = 0 pour p + q 6= n et
V p,q = F p(V ) ∩ Gq(V ) pour p + q = n, alors V est somme direte des V p,q et F • et
G• se déduisent de la bigraduation (V p,q)(p,q)∈Z×Z de V par le proédé dérit plus haut.
Nous aurons surtout à manipuler des triplets de ltrations opposées 'est à dire :
Dénition 9. Trois ltrations nies W •(V ), F •(V ) et G•(V ) d'un espae vetoriel omplexe
V sont dites opposées si
∀p, q, n, , p+ q + n 6= 0⇒ GrpF•GrqG•GrnW•(V ) = 0
On peut vérier aisément que si F •(V ) et G•(V ) sont des ltrations nies n-opposées sur
l'espae vetoriel V alors les ltrations nies Dec−nTriv•, F •(V ) et G•(V ) sont opposées sur V .
Plus généralement, si W •(V ), F •(V ) et G•(V ) sont opposées sur V , F •(V ) et G•(V ) in-
duisent sur GrnW•(V ) des ltrations −n-opposées. En posant V p,q = GrpF•GrqG•Gr−p−qW• (V )
on a d'après la proposition préédente une déomposition en somme direte de GrnW•(V ),
GrnW•(V ) = ⊕p+q=−nV p,q.
Il est très important de remarquer que dans la dénition de ltrations opposées, les trois
ltrations ne jouent pas un rle symétrique. Par le lemme de Zassenhaus,
∀p, q, n, GrpF•GrqG•GrnW•(V ) ∼= GrqF•GrpG•GrnW•(V ),
e qui signie que les ltrations F • et G• jouent des rles symétriques, mais la ltration W • ne
joue pas le même rle. Par exemple, soit V = k2 =< e, f >k équipé des ltrations déroissantes
et exhaustives F •1 , F
•
2 et F
•
3 suivantes :
• W−2 = V, W−1 = W 0 =< e >, W 1 = {0},
• F 0 = V, F 1 =< f + λe >, F 2 = {0} où λ ∈ k,
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• G0 = V, F 1 =< f + µe >, F 2 = {0} où µ ∈ k.
Alors Gr1F•Gr
1
G•Gr
−2
W•(V ) est de dimension 1 et Gr
−2
W•Gr
1
F•Gr
1
G•(V ) de dimension 0.
Pour bien noter que l'ordre des ltrations importe dans la dénition on remarquera
l'équivalene suivante
(W •(V ), F •(V ), G•(V )) opposées ⇔ ∀ n, (F •(V ), G•(V )) sont n− opposées sur GrnW• .
Citons un résultat sur la atégorie des espaes vetoriels munis de trois ltrations op-
posées et des morphismes strits que nous montrerons par une autre voie, géométrique, que
elle suivie dans [Del2℄.
Théorème. (Th.(1.2.10), [Del2℄) Soit C3filtr,opp la atégorie dont les objets sont les espaes
vetoriels sur k munis de trois ltrations nies opposées W •(V ), F •(V ) et G•(V ) et les mor-
phismes sont les morphismes ompatibles aux trois ltrations, alors :
 (i) C3filtr,opp est une atégorie abélienne.
 (ii) Le noyau (resp. onoyau) d'une èhe f : A → B dans C3filtr,opp est le noyau
(resp. onoyau) du morphisme d'espaes vetoriels muni des ltrations induites par
elles de A (resp. quotient de elles de B).
 (iii) Tout morphisme f : A → B dans C3filtr,opp est stritement ompatible aux l-
trations W •(V ), F •(V ) et G•(V ). Le morphisme GrW (f) est ompatible aux bigrad-
uations de GrW (A) et GrW (B). Les morphismes GrF (f) et GrG(f) sont stritement
ompatibles à la ltration induite par W .
 (iv) Les fonteurs oubli des ltrations de C3filtr,opp dans la atégorie des espaes ve-
toriels, GrW , GrF , GrG et GrWGrF ∼= GrFGrW ∼= GrFGrGGrW ∼= GrGGrW ∼=
GrWGrG sont exats.
2.1.3 Filtrations et sindements
Tous les espaes vetoriels sur k munis de ltrations seront supposés de dimension nie.
Toutes les ltrations seront supposées exhaustives et sauf avis ontraire déroissantes. On note
End(V ) l'anneau des endomorphisme de V .
Dénition 10. Soit (V, F •) un espae vetoriel ltré. Un endomorphisme semi-simple Y ∈
End(V ) sinde F • si ∀k ∈ Z F k = F k+1 ⊕ Ek(Y ) où Ek(Y ) est le sous-espae propre assoié
à la valeur propre k. Y est une graduation de (V, F •).
Toute ltration F • sur un espae vetoriel V peut être sindée. On peut onstruire un
sindement de la façon suivante : F • est déroissante et exhaustive don il existe un plus grand
indie p tel que F p+1 = {0} et F p 6= {0}. Soit {fpi }i∈Ip une famille d'éléments de V formant une
base de F p. On omplète ette famille dans F p−1 par des veteurs {fp−1i }i∈Ip−1 pour obtenir
une base de F p−1. On itére l'opération pour obtenir une base de V formée par la famille nie
∪k∈[q,p]{fki }i∈Ik où q est un entier tel que F q = V . Cette famille est dite ompatible ave la
ltration. Soit Y l'endomorphisme de V dénit par Y (fki ) = k.f
k
i pour i ∈ Ik. Y est bien un
sindement de (V, F •).
Une tel sindement dénit une graduation de V i.e. une déomposition de V en une
somme direte ompatible ave la ltration : V = ⊕k=pk=qEk(Y ) et Fn = ⊕k=pk=nEk(Y ). Nous
noterons Y(F •) l'ensemble des endomorphismes de V qui sindent F •.
Soit (V, F •1 , F
•
2 ) un espae vetoriel muni de deux ltrations. Une bigraduation de V ,
V = ⊕p,qV p,q, est dite ompatible aux ltrations F •1 et F •2 si pour tout p ∈ Z :
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F p1 = ⊕a≥p,qV a,q et F p2 = ⊕p,q≥bV p,b.
Il existe toujours une graduation de V ompatible à F •i assoiée à un endomorphisme YF•i qui
sinde F •i pour i ∈ {1, 2}. Le lemme suivant signie que l'on peut trouver deux tels endomor-
phismes YF•1 ∈ Y(F •1 ) et YF•2 ∈ Y(F •2 ) qui ommutent.
Lemme 1. Pour tout espae vetoriel muni de deux ltrations (V, F •1 , F
•
2 ) il existe toujours
une bigraduation V = ⊕p,qV p,q ompatible aux deux ltrations.
On dit alors que l'on peut sinder les deux ltrations simultanément. La preuve onsiste à
exhiber une base de V ompatible ave les deux ltrations par omplétions de bases suessives.
Une telle propriété n'est pas vraie en général lorsque V est équipé de plus de deux
ltrations. Soit (V, F •1 , ..., F
•
n) un espae vetoriel muni de n ltrations. Il n'est pas toujours
possible de trouver YF•i ∈ Y(F •i ) pour tous i ∈ [1, n] tels que pour tous (i, j) ∈ [1, n]2, YF•i .YF•j =
YF•
j
.YF•
i
.
On peut traduire ei en terme d'espae multigradué. Un espae vetoriel V de dimension
nie est dit multigradué d'ordre n s'il est somme direte de sous-espaes vetoriels indexés
par des n-uplets : V = ⊕(i1,...,in)V i1,...,in où la somme est nie. Soit V un espae vetoriel
multigradué d'ordre n muni de n ltrations (F •1 , ..., F
•
n). On dit que sa multigraduation est
ompatible ave les ltrations si pour tout k ∈ [1, n] et p ∈ Z :
F pk V = ⊕(i1,...,in), ik≥pV i1,...,in.
Dire que l'on ne peut pas sinder les n ltrations simultanéement équivaut à dire que l'on ne
peut pas trouver de multigraduation d'ordre n ompatible aux n-ltrations.
Cei peut se produire dès que l'on a trois ltrations, omme le montre l'exemple suivant :
Exemple : Soit V = k2 =< e, f >k équipé des ltrations déroissantes et exhaustives F
•
1 ,
F •2 et F
•
3 suivantes :
• F 01 = V, F 11 =< f + κe >, F 21 = {0} où κ ∈ k,
• F 02 = V, F 12 =< f + λe >, F 22 = {0} où λ ∈ k,
• F 03 = V, F 13 =< f + µe >, F 23 = {0} où µ ∈ k.
Supposons que κ, λ, µ soient distints deux à deux, sans quoi on est ramené à la situation de
sinder au plus deux ltrations. Sinder F •1 et F
•
2 simultanément revient à prendre pour bigrad-
uation de V = V 1,0 ⊕ V 0,1 où V 1,0 =< f + κe > et V 0,1 =< f + λe >. V 1,0 est le sous-espae
propre assoié à la valeur 1 de tout élément dans Y(F •1 ), ii, pour que les endomorphismes
ommutent, on doit hoisir pour YF•1 l'élément qui a pour sous-espae propre assoié à la valeur
0, V 0,1. De même, V 0,1 est le sous-espae propre assoié à la valeur 1 de tout élément dans
Y(F •2 ), ii on doit hoisir pour YF•2 l'élément de End(V ) qui a pour sous-espae propre assoié à
la valeur 0, V 1,0. Ainsi YF•1 .YF•2 −YF•2 .YF•1 = 0. Comme µ 6= κ et µ 6= λ, on ne peut diagonaliser
auun élément YF•3 ∈ Y(F •3 ) dans ette base.
On peut regarder l'espae des onguration des trois ltrations omme k3 où haunes
des oordonnées κ, λ et µ sont quelonques dans k. Alors le lieu où l'on peut simultanéement
sinder les trois ltrations est la diagonale généralisée de k3 formée des éléments
{(κ, κ, µ), (κ, λ, λ), (κ, λ, κ)|(κ, λ, µ) ∈ k3}.
On peut de même généraliser au as où les ltrations, déterminées par le terme d'indie
1 ii, sont données par des droites quelonques de k2. L'espae des ongurations est alors
la grassmanienne des droites dans k2, grass(1, 2) = P1k. Le lieu où l'on peut diagonaliser
simultanéement les trois ltrations est alors la diagonale généralisée de P1k ×P1k ×P1k.
Considérons la atégorie dont les objets sont les espaes vetoriels munis de trois ltra-
tions déroissantes, exhaustives et sindées et les morphismes sont les morphismes stritement
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ompatibles aux trois ltrations C3filtr,sci. On peut montrer que :
Proposition 2. La atégorie C3filtr,sci est abélienne.
Nous allons par la suite étudier les propriétés de C3filtr,opp, la atégorie des espaes
vetoriels munis de trois ltrations opposées, puis de C3filtr,sci et de leur intersetion vue dans
la atégorie des espaes vetoriels triltrés munie des morphismes ompatibles aux ltrations.
2.2 Préliminaires algébriques, modules de Rees
Pour étudier les espaes vetoriels munis de plusieurs ltrations nous allons leurs assoier
des objets algébriques puis géométriques. L'objet de ette partie est de dénir le module de Rees
d'un espae vetoriel multiltré et d'en dégager les prinipales propriétés.
2.2.1 Modules de Rees
Dans ette setion, k est toujours un orps algébriquement los de aratéristique nulle.
On rappelle que l'on note Cnfiltr la atégorie des espaes vetoriels sur k munis de n ltrations
exhaustives et déroissantes dont les morphismes sont les morphismes stritement ompatibles
aux ltrations. On dénit le module de Rees de la façon suivante :
Dénition 11. Soit (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) un objet de Cnfiltr. Le module de Rees d'ordre n assoié
à (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n), noté R
n(V, F •i ), est le sous-k[u1, u2, ..., un]-module de
k[u1, u2, ..., un, u
−1
1 , u
−1
2 , ..., u
−1
n ]⊗k V suivant :
Rn(V, F •i ) =
∑
(p1,p2,...,pn)∈Zn
u−p11 u
−p2
2 ... u
−pn
n (F
p1
1 ∩ F p22 ∩ ... ∩ F pnn )
La atégorie des espaes vetoriels sur k étant additive, Cnfiltr est munie de sommes
diretes.
Lemme 2. Soient (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) ∈ Cnfiltr, (V ′, F •1 ′, F •2 ′, ..., F •n ′) ∈ Cnfiltr et (V ⊕V ′, F •1 ⊕
F •1
′, F •2 ⊕ F •2 ′, ..., F •n ⊕ F •n ′) l'objet de Cnfiltr qui s'en déduit par somme direte, on a l'isomor-
phisme de k[u1, u2, ..., un]-modules suivant :
Rn(V, F •i )⊕Rn(V ′, F •i ′) ∼= Rn(V ⊕ V ′, F •i ⊕ F •i ′)
Preuve: Il sut de onstater que par dénition de la ltration sur la somme direte :
(F p11 ⊕F p11 ′ ∩F p22 ⊕F p22 ′ ∩ ...∩F pnn ⊕F pnn ′) = (F p11 ∩F p22 ∩ ...∩F pnn )⊕ (F p11 ′ ∩F p22 ′ ∩ ...∩F pnn ′).

La atégorie des espaes vetoriels sur k étant munie d'un produit tensoriel, Cnfiltr est
don une atégorie tensorielle :
Lemme 3. Soient (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) ∈ Cnfiltr, (V ′, F •1 ′, F •2 ′, ..., F •n ′) ∈ Cnfiltr et (V ⊗V ′, F •1 ⊗
F •1
′, F •2 ⊗ F •2 ′, ..., F •n ⊗ F •n ′) l'objet de Cnfiltr qui s'en déduit par produit tensoriel, on a l'iso-
morphisme de k[u1, u2, ..., un]-modules suivant :
Rn(V, F •i )⊗k[u1,u2,...,un] Rn(V ′, F •i ′) ∼= Rn(V ⊗k V ′, F •i ⊗k F •i ′)
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Preuve: On remarque que : (F p11 ⊗k F p11 ′ ∩F p22 ⊗k F p22 ′ ∩ ...∩F pnn ⊗k F pnn ′) = (F p11 ∩F p22 ∩ ...∩
F pnn )⊗k (F p11 ′ ∩ F p22 ′ ∩ ... ∩ F pnn ′) e qui permet de onlure.

Remarque : Le deux lemmes préédents restent vrais pour une famille nie d'éléments
de Cnfiltr.
Lemme 4. Soit (pi) ∈ Zn et (V, F •1 , F •2 , ..., F •n) ∈ Cnfiltr, alors l'isomorphisme :
(
∏
i∈[1,n]
upii ).R
n(V, F •i )
∼= Rn(V,DecpiF •i )
est un isomorphisme de k[u1, u2, ..., un]-modules.
Preuve: Il sut de montrer pour tout k ∈ [1, n] que uk.Rn(V, F •i )→ Rn(V,Dec1kF •i ), où 1k
signie que l'on ne déale que la k-ième ltration de 1, est un isomorphisme de k[u1, u2, ..., un]-
modules. C'est bien le as ar on envoie l'elément uk.(u
−p1
1 ...u
−pk
k ... u
−pn
n ) v où v ∈ (F p11 ∩ ... ∩
F pkk ∩ ... ∩ F pnn ) sur l'élément u−p11 ...u−pk+1k ... u−pnn v où v ∈ (F p11 ∩ ... ∩Dec1F pk−1k ∩ ... ∩ F pnn )
ar Dec1F pk−1k = F
pk
k .

Module de Rees assoié à une espae vetoriel ltré (V, F •)
Le module de Rees assoié à (V, F •), R(V, F •), est le sous-k[u]-module de V ⊗kk[u, u−1]
engendré par les éléments de la forme < u−pap, ap ∈ F p > : R(V, F •) =
∑
p u
−p F p. D'après
l'étude des sindements assoiés à un espae vetoriel ltré, on peut hoisir une base {vi}i∈I de
V adaptée à la ltration 'est à dire telle que pour tout i ∈ I vi ∈ F p(i)−F p(i+1). Les éléments
u−p(i)vi forment une base de R(V, F
•).
Lemme 5. On a les isomorphismes :
(i) R(V, F •)/(u− 1) ∼= V .
(ii) R(V, F •)[u−1] ∼= V ⊗ k[u, u−1].
(iii) R(V, F •)/(u) ∼= GrFV .
Preuve: L'assertion (i) est évidente.
Montrons le (ii). Soit {vi}i∈I une base de V ompatible ave la ltration omme exhibé au
dessus. L'isomorphisme onsiste à envoyer pour tout i ∈ I l'élément de la base du module de
Rees u−p(i)vi ∈ R(V, F •) vers l' élément vi ∈ V . Pour le (iii), on dénit le morphisme qui suit :
Ψ : R(V, F •) → GrFV par ∑i∈I up(i)vi 7→ (vi)i∈I où vi est la projetion de vi ∈ F p(i) sur
GrFp(i)V . Soit Φ la surjetion anonique Φ : R(V, F
•)→ R(V, F •)/(u). On a KerΨ = KerΦ =
u.R(V, F •).

Module de Rees assoié à un espae vetoriel muni de deux ltrations (V, F •, G•)
Le module double de Rees, noté RR(V, F •, G•), assoié à (V, F •, G•) est le sous A-module
RR(V, F •, G•) ⊂ k[u, u−1, v, v−1]⊗k V engendré par les éléments de la forme u−p v−q ap,q pour
ap,q ∈ F p ∩Gq i.e. : RR(V, F •, G•) =
∑
p,q u
−p v−q(F p ∩Gq). D'après l'étude des sindements
assoiés à un espae vetoriel muni de deux ltrations faites plus haut, on sait qu'il existe une
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base {vi,j}(i,j)inI×J de V qui est adaptée aux deux ltrations 'est à dire telle que l'on ait
F p =< vi,j , i ∈ I, p(i) ≤ p, j ∈ J > et de même Gq =< vi,j , j ∈ J, q(j) ≤ q, i ∈ I >.
Rappelons que omme pour tout p GrFp V est le quotient d'un sous-objet F
pV de V
par un sous-objet F p+1V , il se trouve muni d'une ltration induite par G• (f setion sur les
ltrations) ; ainsi GrFV est aussi muni d'une ltration induite par G•, que l'on notera G•ind.
Symétriquement on notera F •ind la ltration induite par F
•
sur GrGV .
Lemme 6. On a les isomorphismes de k[u]-modules :
(i) RR(V, F •, G•)/(v − 1) ∼= R(V, F •)
(ii) RR(V, F •, G•)/(v) ∼= R(GrGV, F •ind)
Ainsi que les isomorphismes de k[v]-modules :
(iii) RR(V, F •, G•)/(u− 1) ∼= R(V,G•)
(iv) RR(V, F •, G•)/(u) ∼= R(GrFV,G•ind)
Et les isomorphismes :
(v) RR(V, F •, G•)/(u, v) ∼= GrGGrFV ∼= GrFGrGV .
(vi) RR(V, F •, G•)/(u− 1, v − 1) ∼= V .
(vii) RR(V, F •, G•)[u−1] ∼= R(V,G•)⊗ k[u, u−1].
(viii) RR(V, F •, G•)[v−1] ∼= R(V, F •)⊗ k[v, v−1].
(ix) RR(V, F •, G•)[u−1, v−1] ∼= V ⊗ k[u, u−1, v, v−1].
Preuve: L'assertion (i) est évidente. Démontrons la deuxième assertion. La preuve est similaire
à elle du lemme préédent, on dénit le morphisme Ψ : RR(V, F •, G•)→ R(GrFV,G•ind) par∑
p,q u
pvqap,q 7→ (ap,q)p,q≤0 où ap,q est la projetion de ap,q ∈ F p∩Gq sur Fp∩GqFp−1∩Gq . Le résultat
déoule du fait que KerΨ = u.RR(V, F •, G•).
(ii) et (iv) sont des énonés respetivement équivalents à (i) et (ii) (en permutant les
deux ltrations en jeu F • et G•).
Pour prouver (v), on applique le (ii) du lemme préédent au k[u]-moduleRR(V, F •, G•)/(v) ∼=
R(GrGV, F •ind), en déoule le premier isomorphisme. Le deuxième isomorphisme
GrGGrFV ∼= GrFGrGV
vient du lemme de Zassenhaus. (vi) est diret, tout omme (vii). (viii) est le pendant de (vii).
Pour prouver (ix), on applique le lemme préité (ii) à (vii) ou (viii).

2.2.2 Faiseau ohérent sur SpeA assoié à un A-module : onstrution ∼
Ce paragraphe suit exatement la onstrution faite dans [H℄. Il a pour but de xer les
notations et les propriétés de base de la onstrution d'un faiseau ohérent sur SpeA assoié
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à un A-module auxquelles on se réfèrera par la suite.
Dénition 12. Soit A un anneau et M un A-module. On dénit le faiseau assoié à M sur
SpeA, noté M˜ de la façon suivante. Pour tout ideal premier p ⊂ A, soit Mp la loalisation de
M en p. Pour tout ouvert U ⊂ SpeA, on dénit le groupe M˜(U) omme étant le groupe des
fontions s : U → ∪p∈UMp tel que pour tout p ∈ U , s(p) ∈ Mp et tel que loalement s est une
fration m/f ave m ∈M et f ∈ A.
Proposition 3. [H℄ Soit M˜ le faiseau assoié au A-module M sur X = SpeA. On a :
(i) M˜ est un OX -module.
(ii) Pour tout p ∈ X, le germe (M˜)p du faiseau M˜ en p est isomorphe au module loalisé Mp.
(iii) Pour tout f ∈ A, le Af−module M˜(D(f)) est isomorphe au module loalisé Mf .
(iv) En partiulier, Γ(X, M˜) =M .
Nous aurons aussi besoin de la proposition :
Proposition 4. [H℄ Soit A un anneau et X = SpeA. Soit A→ B un homomorphisme d'an-
neaux, et f : SpeB → SpeA le morphisme de spetres orrespondant. Alors :
(i) L'appliation M → M˜ donne un fonteur pleinement dèle de la atégorie des A-modules
vers la atégorie des OX -modules.
(ii) Si M et N sont des A-modules, alors M˜ ⊗A N ∼= M˜ ⊗OX N˜ .
(iii) Si {Mi} est une famille de A-modules, alors ⊕˜Mi ∼= ⊕M˜i.
(iv) Pour tout B-module N , on a f∗(N˜) ∼= ˜(NA) où NA est N onsidéré omme un A-module.
(v) Pour tout A-module M , on a f∗(M˜) ∼= M˜ ⊗A B.
2.3 Faiseaux ohérents, faiseaux ohérents réexifs
2.3.1 Dénitions et propriétés
Nous allons introduire ii des notions utiles à l'étude des faiseaux ohérents. Nous suiv-
rons essentiellement le plan de [OSS℄, nous ne rappelerons les démonstrations que lorsqu'elles
introduisent des notions néessaires à la suite de notre étude des espaes vetoriels ltrés. Com-
mençons par quelques notions d'algèbre homologique.
Dans ette partie, on entendra par variété algébrique tout shéma projetif lisse et séparé
de type ni sur un orps algébriquement los de aratéristique nulle k.
Algèbre homologique, lieu singulier d'un faiseau ohérent
Soit F un faiseau ohérent sur une variété algébrique de dimension n. Le germe de se-
tions Fx est un module niment engendré sur l'anneau loal régulier n÷thérien OX,x.
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Dénition 13. La dimension projetive de Fx sur OX,x, pd(Fx), est la longueur minimale
d'une résolution projetive de Fx.
D'après [S℄, IV-27, pd(Fx) est aussi le plus petit entier k tel que pour tout OX,x-module
niment engendréM et tout i > k on ait ExtiOX,x(Fx,M) = 0. Elle est parfois appelée dimension
homologique de Fx sur OX,x et alors notée dh(Fx).
Rappelons la dénition d'une suite régulière pour un A-module M . Une suite d'éléments
de A, x1, x2, ..., xr est une suite régulière pour M si x1 n'est pas un diviseur de zéro dans M
et si pour tout i = 2, ..., r, xi n'est pas un diviseur de zéro dans M/(x1, ..., xi−1)M . Si A est
un anneau loal d'idéal maximal m, alors la profondeur de M , notée depth(M), est la longueur
maximale d'une suite régulière x1, x2, ..., xr pour M ave pour tout i, xi ∈ m.
Dénition 14. La profondeur du OX,x-module Fx, depth(Fx), est la longueur maximale d'une
suite régulière pour Fx dans OX,x.
Comme OX,x est un anneau loal régulier, les deux notions préédentes sont reliées par
la formule d'Auslander-Buhsbaum ([S℄,[H℄) :
pd(Fx) + depth(Fx) = dim(OX,x).
Lemme 7. [OSS℄ Soit F un faiseau ohérent sur une variété algébrique de dimension n.
Alors :
(i) pd(Fx) ≤ k si et seulement si pour tout i > k (ExtiOX (F ,OX))x = 0.
(ii) dim(supp ExtiOX (F ,OX)) ≤ n− i.
Dénition 15. Soit F un faiseau ohérent sur une variété algébrique X. Le m-ième ensemble
de singularité pour la dimension projetive de F est :
Sm(F) = {x ∈ X |depth(Fx) ≤ m}.
On a ainsi une suite d'inlusions X = Sn(F) ⊃ Sn−1(F) ⊃ ... ⊃ S0(F). D'après
la formule d'Auslander-Buhsbaum, on peut aussi dénir es ensembles par Sm(F) = {x ∈
X |pd(Fx) ≥ n−m}. Du lemme préédent déoule don l'expression :
Sm(F) = ∪ni=n−msupp ExtiOX (F ,OX).
On peut ainsi montrer :
Lemme 8. ([OSS℄, II, lemme 1.1.4) Les ensembles Sm(F) sont des sous-ensembles algébriques
fermés et dim(Sm(F)) ≥ n−m.
Le germe de F en x ∈ X , Fx est un OX,x-module libre si et seulement si sa dimension
projetive est nulle, ainsi l'ensemble singulier de F donné par :
S(F) = {x ∈ X |Fxn'est pas un module libre sur OX,x}
oïnide ave Sn−1(F). Comme orollaire du lemme préédent vient don :
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Corollaire 1. L'ensemble singulier S(F) d'un faiseau ohérent F sur une variété algébrique
X est de odimension au moins 1.
Ainsi, sur X\S(F), F est loalement libre. Si X est onnexe, on peut don dénir le rang
du faiseau ohérent F par :
rg(F) = rg(F|X\S(F)).
Dénition 16. Un faiseau ohérent F sur une variété algébrique X est dit sans torsion si
tout germe Fx est un OX,x-module sans torsion, i.e. si f ∈ Fx et a ∈ OX,x sont tels que f.a = 0
alors, ou f = 0 ou a = 0.
Les faiseaux loalement libres sont sans torsion, les sous-faiseaux de faiseaux sans-
torsion sont sans torsion.
Le lemme i-dessus nous donne aussi le résultat
Corollaire 2. L'ensemble singulier d'un faiseau ohérent sans torsion est au moins de odi-
mension 2.
On en déduit que tout faiseau ohérent sans torsion sur une ourbe algébrique est
loalement libre.
Faiseaux réexifs
Soit F un faiseau ohérent sur une variété algébrique X . Le dual de F est le faiseau
F∗ = Hom(F ,OX). Il y a un morphisme naturel µ : F → F∗∗. Le noyau de e morphisme est le
sous-faiseau de torsion T (F) de F i.e. pour tout x ∈ X kerµx = {f ∈ Fx|∃a ∈ OX,x\{0}, fa =
0} (f [Gra-Rem℄, p69 pour une preuve dans le adre analytique).
Dénition 17. Le faiseau ohérent F est dit reexif si le morphisme naturel µ de F vers son
bidual F → F∗∗ est un isomorphisme.
les faiseaux loalement libres sont des faiseaux réexifs. Comme on l'a vu, pour un fais-
eau ohérent F , kerµ = T (F), ainsi faiseaux réexifs sont sans torsion. Les faiseaux réexifs
sont plus généraux que les faiseaux loalement libres mais moins généraux que les faiseaux
sans torsion. La présentation des faiseaux réexifs de la proposition qui suit est utile.
Proposition 5. [H1℄ Un faiseau ohérent F sur un shéma lisse et séparé X est réexif si et
seulement si il peut-être inlu loalement dans une suite exate
0→ F → E → G → 0,
où E est loalement libre et G est sans torsion.
Preuve: La question est loale, on omet d'érire les restritions à des ouverts. Supposons que
F est réexif. F∗ étant ohérent, on peut trouver une résolution par des faiseaux loalements
libres L1 → L0 → F∗ → 0. Le fonteur dualisant Hom(−,OX) étant exat à gauhe, on obtient
la suite exate 0 → F∗∗ → L∗0 → L∗1. Notons par Imφ l'image du morphisme de L∗0 vers L∗1.
F étant réexif, on a un isomorphisme F ∼= F∗∗. En omposant par et isomorphisme on a la
suite exate voulue 0→ F → L∗0 → Imφ→ 0.
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Réiproquement, si on a une suite exate 0 → F → E → G → 0 ave les propriétés
voulues, alors F est isomorphe à un sous-faiseau d'un faiseau loalement libre don est sans
torsion, ainsi l'appliation naturelle µ : F → F∗∗ est injetive. Comme E est loalement libre,
don réexif, on peut voir F∗∗ omme un sous-faiseau de E . Ainsi le quotient F∗∗/F , qui est
un faiseau de torsion, est isomorphe à un sous-faiseau de G et est don sans torsion ar G est
sans torsion, don nul, d'où l'isomorphisme.

Tout faiseau ohérent F a une résolution par des faiseaux loalement libre de la forme :
L1 → L0 → F → 0
Dualisons ette suite exate, on obtient :
0→ F∗ → L∗0 → L∗1
Notons par G l'image du morphisme L∗0 → L∗1, G est un sous-faiseau de L∗1, don sans torsion.
Il vient don :
0→ F∗ → L∗0 → G → 0.
D'où, omme orollaire de la proposition préédente :
Corollaire 3. Le dual de tout faiseau ohérent est réexif.
La proposition qui suit est la prinipale aratérisation des faiseaux réexifs dont nous
aurons besoin.
Proposition 6. [H1℄ Un faiseau ohérent F sur une variété X est réexif si et seulement si
(i) F est sans torsion et,
(ii) pour tout x ∈ X, depthFx ≥ 2.
Nous allons voir que les faiseaux réexifs sont déterminés par leurs restritions aux en-
sembles omplémentaires de sous-ensembles de odimension ≥ 2. Ce sont en fait les faiseaux
ohérents qui sont à la fois sans torsion et normaux.
Dénition 18. Un faiseau ohérent F sur X est normal si pour tout ouvert U ⊂ X et tout
sous-ensemble fermé Y de odimension ≥ 2, le morphisme de restrition F(U)→ F(U −Y ) est
bijetif.
Proposition 7. [H1℄ Soit F un faiseau ohérent sur X, alors les onditions suivantes sont
équivalentes :
(i) F est réexif,
(ii) F est sans torsion et normal.
Cette proposition sera utilisée sous la forme suivante : si f : E → F est un morphisme de
faiseaux réexifs surX qui est un isomorphisme en dehors d'un ensemble Y de odimension≥ 2,
alors f est un isomorphisme sur X , en eet, pour tout ouvert U ⊂ X , la suite d'isomorphismes
suivante permet de onlure :
E(U) ∼= E(U − Y ) ∼= F(U − Y ) ∼= F(U).
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2.3.2 µ-semistabilité
Soit F un faiseau ohérent sans torsion de rang r sur une variété algébriqueX . Rappelons
que le bré en droite déterminant assoié à F est dénit par det(F) = (ΛrF)∗∗ (d'après 5, un
faiseau réexif de rang 1 est un bré en droites). La première lasse de Chern de F est dénie
par
1(F) = deg(detF),
et est à valeurs dans Z (voir [H℄ pour la dénition et les propriétés du degré).
Nous n'avons don dénit la première lasse de Chern que pour les faiseaux ohérents
sans torsion omme étant le degré du bré déterminant qui est un bré en droite. Supposons
qu'un faiseau ohérent (ave ou sans torsion) F admette une résolution nie par des fais-
eaux loalement libres 0 → Fn → Fn−1 → ... → F0 → F → 0. On dénit alors det(F) =
⊗i det(Fi)(−1)i . On peut montrer que ette dénition ne dépend pas de la résolution hoisie
et permet ainsi de dénir 1(F). Cette dénition fait sens ii ar d'après [H℄, III Ex. 6.8. et
6.9., tout faiseau ohérent sur une variété algébrique lisse admet une résolution nie par des
faiseaux loalement libres.
D'après la propriété d'additivité du degré (f. [H℄,Ex. 6.12. p149), la première lasse de
Chern est additive 'est à dire si l'on a une suite exate de faiseaux ohérents
0→ F ′ → F → F ′′ → 0,
alors,
1(F) = 1(F ′) + 1(F ′′).
Dénissons la pente de F par
µ(F) = 1(F)
rg(F) ,
si rg(F) = 0, et
µ(F) = 0,
sinon.
On peut maintenant introduire la notion de semistabilité.
Dénition 19. Un faiseau ohérent sans torsion sur X est dit µ-semistable si pour tout sous-
faiseau ohérent tel que 0  E ⊂ F on a
µ(E) ≤ µ(F).
Notons Refl(µ) la atégorie des faiseaux réexifs µ-semistables de pente µ sur une var-
iété algébrique X .
Rappelons que par additivité de la première lasse de Chern, si l'on a une suite exate
ourte de faiseaux ohérents sans torsion sur une variété X de la forme
0→ E → F → G → 0,
alors,
µ(F) = 1(E) + 1(G)
rg(E) + rg(G) ,
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la pente de F est don baryentre des pentes respetives de E et G. De façon expliite :
µ(F) = 1
rg(F) (rg(E)µ(E) + rg(G)µ(G)).
Le lemme suivant généralise la proposition 5.8 p79 dans [LeP℄, la démonstration est sim-
ilaire.
Lemme 9. Si l'on a une suite exate de faiseaux sans torsion 0→ E → F → G → 0 telle que
E et G sont µ-semistables de pente µ, alors F est µ-semistable de pente µ.
Preuve: Comme expliité i-dessus, µ(F) est baryentre des pentes de E et G, don µ(F) = µ.
Montrons que F est µ-semistable. Soit F ′ un sous-faiseau ohérent non nul de F . Il
est sans-torsion omme sous-faiseau d'un faiseau sans torsion. Soit G′ l'image de F ′ dans G
et E ′ l'intersetion E ∩ F ′. E ′ est ohérent omme noyau du morphisme de faiseaux ohérents
E → F → F/F ′ et sans torsion omme sous-faiseau de E . G′ est ohérent omme onoyau
du morphisme de faiseaux ohérents E ′ → F ′ et sans torsion omme sous-faiseau de G. On a
ainsi la suite exate ourte de faiseaux ohérents sans torsion
0→ E ′ → F ′ → G′ → 0
don la pente de F ′ est baryentre à oeients positifs de µ(E ′) et µ(G′). Si es faiseaux sont
non nuls, on a µ(E ′) ≤ µ et µ(G′) ≤ µ don µ(F ′) ≤ µ. Si E ′ = 0, alors F ′ s'dentie à un
sous-faiseau ohérent de G, si G′ = 0, F ′ est un sous-faiseau ohérent de E ′, dans es deux
as, on a évidement µ(F ′) ≤ µ.

Soit F un faiseau ohérent sur une variété algébrique X . On a un morphisme anonique
ν : F → F∗∗ dont le noyau est la torsion de F . D'après le orollaire 3 p.22, le faiseau dual
d'un faiseau ohérent est réexif don F∗∗ est un faiseau reexif.
Dénition 20. Soit F un faiseau ohérent, le faiseau F∗∗ est appelé faiseau réexif assoié
à F .
Lemme 10. Soit f : F → G un morphisme de faiseaux ohérents, où G est réexif, alors f se
fatorise de façon unique par ν : F → F∗∗.
Preuve: G étant réexif, le morphisme anonique ν′ : G → G∗∗ est un isomorphisme. Notons
par f∗∗ l'image de f par le morphisme anonique de Hom(F ,G) → Hom(F∗∗,G∗∗). On a le
diagramme ommutatif suivant :
F f
ν
G
ν′ ≃
F∗∗
f∗∗
G∗∗
qui donne la fatorisation f = ν′−1 ◦ f∗∗ ◦ ν.

Lemme 11. Soit e : E → F un morphisme injetif de faiseaux ohérents sans torsion de même
rang sur X. Alors les premières lasses de Chern de E et F vérient l'inégalité 1(E) ≤ 1(F).
De plus le onoyau Coker(e) du morphisme e est de torsion et 1(Coker(e)) ≥ 0.
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Preuve: Prouvons d'abord (f [OSS℄, II, lemme 1.1.17) que : un morphisme injetif de faiseau
ohérents sans torsion de même rang e : E → F induit un morphisme injetif des brés en
droite déterminants det(e) : det (E) → det (F). D'après [OSS℄, même lemme, e induit un
isomorphisme en dehors de l'ensemble algébrique Y = S(F) ∪ S(F/E) et don det(e) est un
isomorphisme en dehors de Y . Ainsi ker(det(e)) est un faiseau de torsion sous-faiseau du
faiseau loalement libre det(E) don est nul.
De l'injetion de brés en droite det(e) : det (E)→ det(F) on déduit :
1(E) = 1(det(E)) ≤ 1(det(F)) = 1(F).
Par la formule de Whitney, on déduit de la suite exate 0 → E → F → Coker(e) → 0 que
1(Coker(e)) = 1(F)− 1(E) et don que 1(Coker(e)) ≥ 0.

Lemme 12. Soit F un faiseau ohérent sur une variété algébrique X.
(i) Si le morphisme anonique ν : F → F∗∗ est injetif, alors 'est un isomorphisme en
dehors d'un ensemble algébrique Y de odimension 2.
(ii) Si de plus X est omplète, alors, si le morphisme anonique ν : F → F∗∗ est surjetif
et que de plus on a 1(F) = 1(F∗∗), alors 'est un isomorphisme en dehors d'un ensemble
algébrique Y de odimension 2.
Preuve: (i) Le noyau de ν est la torsion de F . Si e noyau est nul 'est que F est sans torsion
et don loalement libre en dehors d'un sous-ensemble de X de odimension 2.
(ii) Si ν est une surjetion, on peut alors érire la suite exate
0 T F ν F∗∗ 0
où T est le faiseau de torsion de F . Montrons que la odimension du support de T est au
moins 2 e qui permettra de onlure. Supposons que T ait une omposante V de odimension
1. Alors, omme X est omplète, d'après [Ful℄, il existe une ourbe i : C →֒ X , transverse à
V . i∗T est de torsion sur la ourbe C don supporté par des points qui ontribuent haun
positivement à 1(i
∗T ), don 1(i
∗T ) > 0. Comme C est transverse à V , 1(i
∗T ) = i∗1(T ),
don i∗1(T ) > 0 e qui est une ontradition, F et F∗∗ ayant même première lasse de Chern.
Don Supp(T ) est de odimension au moins 2 e qui permet de onlure.

Proposition 8. Soit 0 E e F f G 0 une suite exate de faiseaux o-
hérents sur une variété algébrique X telle que F soit réexif et G soit sans torsion, alors E est
réexif.
Preuve: Le faiseau ohérent E est un sous-faiseau du faiseau réexif F et est don sans
torsion, ainsi le morphisme anonique ν : E → E∗∗ est injetif. On veut montrer que ν est un
isomorphisme. D'après le lemme 10 p.24, on sait que l'on peut fatoriser e par ν. On note e∗∗
le morphisme qui s'en déduit. Vient le diagramme ommutatif :
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00 E e
ν
F f
id
G
η
0
0 E∗∗ e
∗∗
F Coker(e∗∗) 0
0
Comme E est sans torsion il est loalement libre en dehors d'un sous-ensemble algébrique
Y de odimension 2 dans X .Ainsi ν|X\Y : E|X\Y → E∗∗|X\Y soit un isomorphisme. Ainsi,
η|X\Y : G → Coker(e∗∗)|X\Y est un isomorphisme don le support du noyau ker(η) est de
odimension 2, don est de torsion, mais G est sans torsion d'où ker(η) = 0. Don η est un
isomorphisme, il en va ainsi de même pour ν, e qui ahève la preuve.

Théorème 1. Soit X une varièté algébrique lisse et projetive sur un orps k algébriquement
los de aratéristique nulle. La atégorie Reµ(X) des faiseaux réexifs µ-semistables sur X
est abélienne.
Preuve: Cette atégorie est une sous-atégorie additive de la atégorie des faiseaux vetoriels,
elle a des sommes diretes par le lemme 9 p.24.
Montrons qu'elle est exate. Soit f : E → F un morphisme dans ette atégorie :
On dispose dans la atégorie des faiseaux ohérents de noyaux, onoyaux, images et oïmages
Ker(f), Coker(f), Im(f) et Coim(f) qui vérient les isomorphismes Im(f) ∼= E/Ker(f) ∼=
Coim(f) et Coker(f) ∼= G/Im(f). On note i : Ker(f)→ F et π : G → Coker(f).
On dénit le noyau de f dans la atégorie Reµ(X), que l'on note Ker, omme étant
le faiseau réexif assoié au noyau de f dans la atégorie des faiseaux ohérents Ker(f). Or
Ker(f) est réexif. En eet il s'insère dans la suite exate :
0→ Ker(f)→ E → Coim(f)→ 0.
Or Coim(f) ∼= Im(f) et Im(f) est un sous-faiseau du faiseau réexif F , don sans-torsion, et
E est réexif. D'après la proposition 8 p.25, Ker(f) est réexif, ainsi Ker = Ker(f).
Ker est de pente µ : Ker(f) est un sous-faiseau ohérent de E don par semistabilité de
E , µ(Ker(f)) ≤ µ, de même Im(f) est un sous-faiseau ohérent de F don µ(Im(f)) ≤ µ. Or
µ est baryentre à oeients positifs de µ(Ker(f)) et µ(Im(f)) don µ(Ker) = µ(Ker(f)) =
µ(Im(f)) = µ. Il est µ-semistable, sinon il aurait un sous-faiseau ohérent de pente ≥ µ mais
e serait aussi un sous-bré de E e qui ontredirait la semistabilité de E . Montrons que Ker est
bien un noyau dans la atégorie Reµ(X). Soit d : D → E un morphisme de faiseaux réexifs
tel que e ◦ d = 0. Alors d se fatorise par Ker(f) dans la atégorie des faiseaux don par Ker.
On a ainsi prouvé que Ker est un noyau dans Reµ(X).
On dénit le onoyau dans Reµ(X), que l'on note Coker, omme étant le faiseau réexif
assoié au faiseau ohérent Coker(f), i.e. Coker = (Coker(f))∗∗. On note π∗∗ : F → Coker
le morphisme assoié à π : F → Coker(f) (π∗∗ = ν ◦ π où ν est le morphisme anonique
de Coker(f) vers son bidual). Ainsi dénit, Coker est bien un onoyau dans la atégorie des
faiseaux réexifs : soit g : F → G un morphisme de faiseaux réexifs tel que g ◦ f = 0. On
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peut alors fatoriser g ; en eet, dans la atégorie des faiseaux
E f F g
π
G
Coker(f)
g′
est ommutatif, d'où, par le lemme de fatorisation (lemme 10), on obtient le diagramme om-
mutatif :
E f F g
π∗∗
π
G
Coker(f) ν Coker
g′′
don Coker est bien un onoyau.
Il faut prouver que Coker est µ-semistable de pente µ. Considérons le faiseau ohérent
ker(π∗∗) noyau de π∗∗ : F → Coker. On a alors un morphisme injetif de Im(f) vers ker(π∗∗).
Notons par T le onoyau de e morphisme et onsidérons le diagramme ommutatif formé de
suites exates ourtes :
0
0 T
0 Im(f) F π
id
Coker(f)
ν
0
0 Ker(π∗∗) F π
∗∗ Coker = (Coker(f))∗∗ 0
T 0
0
Comme rg(Coker(f)) = rg((Coker(f))∗∗) on a aussi rg(Im(f)) = rg((Ker(π∗∗))∗∗). Or,
1(Ker(π
∗∗)) = 1(Im(f)) + 1(T ), don 1(T ) ≤ 0 sans quoi on aurait µ(Ker(π∗∗)) > µ e qui
nierait la µ-semistabilité de F . Mais µ(Ker(π∗∗)) ≤ µ implique µ(Coker) ≥ µ e qui sahant
que µ(Coker(f)) = µ implique 1(T ) ≥ 0 et don 1(T ) = 0. Ainsi, par le lemme 12 p.25, (ii),
ν : Coker(f) → Coker est un isomorphisme en dehors d'un sous-ensemble algébrique Y de X
de odimension 2. On en déduit que µ(Coker) = µ(ker(π∗∗)) = µ et que le morphisme restreint
Im(f)|X\Y → ker(π∗∗)|X\Y est un isomorphisme.
Montrons que Coker est µ-semistable. Soit E un sous-faiseau ohérent de Coker et soit
F le faiseau ohérent quotient de Coker par E, on a la suite exate 0→ E → Coker→ F → 0.
Comme π∗∗ : F → Coker est surjetive, on a un morphisme surjetif de F vers F . Notons K
son noyau, 'est un sous-faiseau ohérent de F . On a la suite exate 0 → K → F → F → 0.
Supposons que µ(E) > µ, alors omme µ(Coker) = µ(F) = µ, il vient µ(F ) < µ et don
µ(K) > µ e qui ontredit la µ-semistabilité de G. Don, si E est un sous-faiseau ohérent de
Coker, µ(E) ≤ µ. Coker est bien µ-semistable.
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On dénit ensuite l'image de f dans Reflµ(X), Im, omme étant le noyau pour le
onoyau, 'est à dire le faiseau réexif assoié au faiseau ohérent ker(π∗∗), noyau faiseautique
du morphisme de faiseaux réexifs π∗∗ : F → Coker. Comme on l'a montré pour le noyau,
ker(π∗∗) est déjà un faiseau réexif ar G est réexif et Coker est sans torsion ar réexif.
On a vu de plus que ker(π∗∗) est µ-semistable de pente µ. Don l'image Im ∼= ker(π∗∗) est
µ-semistable de pente µ.
La oïmage Coim de f est le faiseau réexif assoié au onoyau du noyau i : Ker → F .
On a Coim = Coker(i)∗∗. D'après l'étude faite sur Coker, Coim est µ-semistable de pente µ. De
plus d'après la proposition 8 p.25, Coim est isomorphe à Coim(f). On a :
O Ker = Ker(f)i E Coker(i)
ν
0
Coim = (Coker(i))∗∗
Reste à montrer que l'image et la oïmage sont isomorphes. Montrons d'abord que le
support de T est de odimension au moins 2. Supposons qu'il ontienne une omposante V de
odimension 1. Alors, omme X est omplète, d'après [Ful℄, il existe une ourbe i : C →֒ X
transverse à V . i∗T est de torsion sur C don est supporté par des points de C qui ontribuent
haun stritement positivement à 1(i
∗T ) don 1(i
∗T ) > 0. Comme C est transverse à V ,
1(i
∗T ) = i∗1(T ), don i
∗
1(T ) > 0 e qui est une ontradition. Don supp(T ) est de odi-
mension au moins 2. Ainsi il existe un sous-ensemble algébrique Y de X de odimension au
moins 2 tel que Coker et Coker(f) soient isomorphes sur X\Y . Don, par le diagramme om-
mutatif préédent, le morphisme de Im(f) vers Im est un isomorphisme sur X\Y . Ainsi la
omposée des restritions à X\Y de l'isomorphisme sur X entre Coim et Coim(f) puis de l'iso-
morphisme sur X entre Coim et Im(f) et de l'isomorphisme sur X\Y entre Im(f) et Im fournit
un isomorphisme entre Im et Coim sur X privé d'un ensemble de odimension au moins 2, Y .
Ces faiseaux étant réexifs, d'après [H℄, ils sont normaux et don entièrement dénis par leurs
restritions aux omplémentaires d'ensembles de odimension au moins 2, d'où l'isomorphisme
Im ∼= Coim.

Rappelons que les faiseaux réexifs sur les variétés algébriques de dimension inférieure
à 2 sont les faiseaux loalement libres. On retrouve le fait bien onnu que (pour les ourbes
voir [LeP℄ et voir [Hu-L℄ pour les surfaes) :
Corollaire 4. La atégorie des brés vetoriels µ-semistables de pente µ sur une variété al-
gébrique lisse projetive de dimension inférieure à 2 est abélienne.
Remarque : Nous appliquerons le théorème et sa démonstration ave X = P2 pour montrer
que la atégorie des brés sur P2 ave une ondition de semistabilité plus forte est abélienne
(f orollaire 9 p.60).
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2.4 Faiseau ohérent de Rees sur A
n
assoié à un espae vetoriel
muni de n ltrations
2.4.1 Dénition des faiseaux ohérents de Rees sur les espaes anes
Pour étudier les espaes vetoriels ltrés de Cnfiltr , on leurs assoie des faiseaux o-
hérents sur An par la onstrution du faiseau ohérent M˜ d'un A-module de Rees M sur
Spe(A), où A est un anneau. Le faiseau est ohérent ar, les ltrations étant exhaustives, le
module de Rees est niment engendré.
Dénition 21. Le faiseau de Rees assoié à (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) ∈ Cnfiltr est le faiseau ohérent
sur An = Spe(k[u1, u2, ..., un]), ˜Rn(V, F •i ) obtenu à partir du k[u1, u2, ..., un]-module de Rees
Rn(V, F •i ). Il sera noté ξAn(R
n(V, F •i )). Ainsi :
ξAn(R
n(V, F •i )) = R
n(V, F •i )
∼.
Comme Rn(V, F •i est un sous k[u1, u2, ..., un]-module de k[u1, u
−1
1 , u2, u
−1
2 ..., un, u
−1
n ]⊗V ,
ξAn(R
n(V, F •i )) est le sous-faiseau de i
∗(OGnm ⊗ V ) engendré par les setions de la forme
u−p11 u
−p2
2 ...u
−pn
n w où w ∈ F p11 ∩ F p21 ∩ ... ∩ F pn1 .
Lemme 13. La onstrution du bré de Rees à partir des modules de Rees est fontorielle et
le fonteur ξAn(., ., .) qui va de Cnfiltr vers la atégorie des faiseaux ohérents sur An est exat.
Preuve: C'est la proposition 4 p.19 (i) appliquée aux modules de Rees d'ordre n.

Soit J un ensemble de ardinal ni et pour tout j ∈ J , (Vj , (F •ij)i∈[1,n]) un élément
de Cnfiltr . (Vj , (F •ij)i∈[1,n])j∈J est don une famille nie d'éléments de Cnfiltr que l'on notera
(Vj , F
•
ij)j∈J . Pour une telle famille :
Lemme 14.
ξAn(⊗j∈JRn(Vj , F •ij)) ∼= ⊗j∈JξAn(Rn(Vj , F •ij))
ξAn(⊕j∈JRn(Vj , F •ij)) ∼= ⊕j∈JξAn(Rn(Vj , F •ij)).
Preuve: Ce sont des appliations diretes de la proposition 4 p.19, (ii) et (iii).

2.4.2 Les faiseaux de Rees sont réexifs
Pour montrer que les faiseaux de Rees sur les espaes anes sont réexifs nous allons
utiliser la aratérisation donnée dans la proposition 6 p.22. Il faut don prouver que le faiseau
de Rees ξAn(R
n(V, F •i )) est sans torsion (Prop.6 p.22,(i)) et qu'en tout point x ∈ An l'inégalité
depth(ξAn(R
n(V, F •i ))x) ≥ 2,
est vériée (Prop.6 p.22,(ii)). La profondeur ii est elle du OAn,x-module ξAn(Rn(V, F •i ))x, où
OAn,x est un anneau loal d'idéal maximal mx.
La première ondition (i) est lairement satisfaite ar les modules de Rees Rn(V, F •i ) sont
des k[u1, u2, ..., un]-modules sans torsion. Pour prouver que la deuxième ondition est satisfaite
nous allons utiliser un lemme algébrique qui donne une ondition susante sur un A-module
M pour que sa profondeur soit supérieure ou égale à deux. Ce lemme néessite l'introdution
de quelques notions de ohomologie loale.
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Soit A un anneau loal régulier de dimension n et M un A-module niment engendré.
Soit a un idéal de A. On dénit alors le sous-module Γa(M) par
Γa(M) = {m ∈M |an.m = 0 pour n >> 0}.
On peut alors montrer (f [G℄) que le fonteur Γa(.) qui va de la atégorie des A-modules
dans elle-même est exat à gauhe. On note ses fonteurs dérivés à droite dans la atégorie des
A-modules par H .
a
(.). On dénit ainsi le i-ème groupe de ohomologie loale de M en a par
H .
a
(M).
Un A-module sans torsion M est un sous-module d'un A-module libre L.
Dénition 22. Le saturé M sat de M dans L pour l'idéal a de A est le sous A-module de L
déni par
M sat = {l ∈ L|ak.l ∈M pour k >> 0}.
Lemme 15. Soit A un anneau loal régulier de dimension n, d'idéal maximal m, et M un
A-module niment engendré. Soit M sat le saturé de M pour m par rapport à un A-module libre
L, alors
M sat =M =⇒ depth
m
M ≥ 2.
Preuve: Considérons la suite exate de A-modules
0 M L L/M 0 .
Elle mène, d'après [G℄, à la suite exate longue de ohomologie loale en m :
0 H0
m
(M) H0
m
(L) H0
m
(L/M)
H1
m
(M) H1
m
(L) H1
m
(L/M) ...
Comme L est libre, pour tout i ≥ 0, Hi
m
(L) = 0, don H0
m
(M) = 0 et pour tout i ≥ 1 :
Hi
m
(M) ∼= Hi−1
m
(L/M).
Or dans L/M , M sat/M ∼= H0
m
(L/M). Ainsi :
M sat/M = 0⇐⇒ H1
m
(M) = H0
m
(L/M) = 0.
Pour onlure, rappelons le lien entre la profondeur d'un A-module et la ohomologie
loale. D'après [H℄(III, Ex.3.4.), pour un A-module M niment engendré, pour tous k ≥ 0 les
onditions suivantes sont équivalentes :
 (i) depth
m
M ≥ k.
 (ii) Hi
m
(M) = 0 pour tout i < k.
Ce qui donne le résultat voulu ar H0
m
(M) = 0 et H1
m
(M) = 0.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que les faiseaux de Rees sont réexifs.
Proposition 9. Soit (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) ∈ Cnfiltr un espae vetoriel muni de n ltrations ex-
haustives et déroissantes. Le faiseau de Rees sur An, ξAn(R
n(V, F •i )) est un faiseau réexif.
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Preuve: La propriété est vraie pour les faiseaux de Rees sur la droite ane assoiés à un
espae muni d'une seule ltration ar es faiseaux sont sans torsion don loalement libres sur
la droite ane. Supposons que e soit vrai pour n− 1 ltrations. Alors pour le prouver pour n
ltration il sut de le prouver que le module de Rees est saturé pour l'idéal maximal assoié
à L'origine. Dans les autres as, une oordonnée étant non nulle, on se ramène toujours, par
loalisation, à n−1 ltrations. Rappelons que Rn(V, F •i ), le k[u1, u2, ..., un]-module de Rees as-
soié à (V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) est un sous-module du module libre V ⊗k[u1, u−11 , u2, u−12 , ..., un, u−1n ].
D'après le lemme préédent, il sut de montrer qu'il est saturé dans
V ⊗ k[u1, u−11 , u2, u−12 , ..., un, u−1n ]
pour l'ideal maximal m = (u1, u2, ..., un).
Rn(V, F •i )
sat
= Rn(V, F •i ) signie que pour tout l ∈ Rn(V, F •i )sat tel que m.l ∈ Rn(V, F •i )
alors l ∈ Rn(V, F •i ) (m.l ∈ Rn(V, F •i ) signie que pour tout x ∈ m, x.l ∈ Rn(V, F •i )).
Soit x ∈ V ⊗ k[u1, u−11 , u2, u−12 , ..., un, u−1n ], alors x =
∑
(i1,i2,...,in)
u−i11 ., u
−i2
2 ...u
−in
n ⊗
v(i1,i2,...,in). m.x ∈ Rn(V, F •i ) signie que pour tout k ∈ [1, n] :
uk.x =
∑
(i1,i2,...,in)
u−i11 ., u
−i2
2 ...u
−ik+1
k ...u
−in
n ⊗ v(i1,i2,...,in),
'est à dire que pour tout k ∈ [1, n] v(i1,i2,...,in) ∈ F i11 ∩ F i22 ∩ ... ∩ F ik−1k ∩ ... ∩ F inn , don
v(i1,i2,...,in) est dans l'intersetion de tous es ensembles qui est F
i1
1 ∩ F i22 ∩ ... ∩ F inn et ainsi
x ∈ Rn(V, F •i ).
Pour onlure, suivant le plan anoné en début de setion, on utilise le lemme préédent
et la aratérisations des faiseaux réexifs : Rn(V, F •i )
sat
= Rn(V, F •i ) implique par le lemme
que la profondeur est plus grande que deux e qui signie par la proposition que ξAn(R
n(V, F •i ))
est un faiseau réexif.

Remarque : Nous avons vu plus haut qu'un faiseau réexif sur une variété de dimen-
sion 1 ou 2 est loalement libre. Un orollaire de la proposition préédente est don que les
faiseaux de Rees sur A1 et A2 sont des brés vetoriels. Cei peut être vu diretement. Pour
une ltration 'est immédiat ar le module de Rees est libre de dimension nie. Comme on
l'a vu plus haut, on peut toujours sinder deux ltrations simultanément. Prenons une base
ompatible ave les deux ltrations {wi,j}(i,j)∈I×J . Cette base donne une desription direte
des générateurs du module de Rees R2(F •, G•) =< u−i.v−j ⊗ wi,j >(i,j)∈I×J . Ces générateurs
sont sans relation et donnent une trivialisation du faiseau loalement libre ξA2(R
2(V, F •, G•)).
Etude du bré de Rees sur A1 d'un espae vetoriel ltré
Par la onstrution du faiseau de Rees assoié à un espae vetoriel ltré on obtient
don un bré vetoriel sur A1. Le lemme suivant nous donne le omportement du bré restreint
à l'ouvert Gm.
Lemme 16. On a l'isomorphisme : ξA1(V, F
•)|Gm ∼= V ⊗OGm .
Preuve: C'est une appliation direte de la proposition 3 (iii) p.19.

Lemme 17. On a les isomorphismes :
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(i) ξA1(V, F
•)1 ∼= V .
(ii) ξA1 (V, F
•)0 ∼= GrFV .
Preuve: Ces isomorphismes proviennent de la proposition 3 (iii) p.19 et de l'étude des quotients
des modules de Rees faite au lemme 6.

Proposition 10. Le bré de Rees est isomorphe au bré trivial :
ξA1(V, F
•) ∼= ⊕p(GrF•p V ⊗k OA1(−p.0)) ∼= OnA1
où n = dimk V .
Preuve: Cei est dû au fait que l'on peut toujours trouver un sindement de V ompatible à
la ltration. L'isomorphisme vient du hoix de e sindement V ∼= ⊕pGrF•p V .

Etude du bré de Rees sur A2 d'un espae vetoriel muni de deux ltrations
Notons par i : Gm×Gm →֒ A2, i1 : Gm×A1 →֒ A2 et i2 : A1×Gm →֒ A2 les diérents
morphismes d'inlusion. Le faiseau assoié à deux ltrations par la onstrution de Rees est
un bré vetoriel. Le lemme suivant nous donne le omportement du bré restreint au groupe
multipliatif Gm ×Gm et montre omment la onstrution du bré de Rees assoié à deux
ltrations généralise la onstrution du bré de Rees sur A1 assoié à une ltration.
Lemme 18. On a les isomorphismes :
(i) ξA2(V, F
•, G•)|A1×Gm ∼= i∗2ξA2(V, F •, T riv•) ∼= ξA1(V, F •)⊗OGm .
(ii) ξA2 (V, F
•, G•)|Gm×A1 ∼= i∗1ξA2(V, T riv•, G•) ∼= OGm ⊗ ξA1(V,G•).
(iii) ξA2(V, F
•, G•)|Gm×Gm ∼= i∗ξA2(V, T riv•, T riv•) = i∗(OA2 ⊗ V ) = O2Gm ⊗ V .
Preuve: (i) et (ii) déoulent de la proposition 3 (iii) p.19, ave f = u et f = v respetivement,
et du lemme 6. Pour (iii) on peut utiliser 3 (iv) et le même lemme.

Lemme 19. On a les isomorphismes :
(i) ξA2(V, F
•, G•)(1,0) ∼= GrGV .
(ii) ξA2 (V, F
•, G•)(0,1) ∼= GrFV .
(iii) ξA2(V, F
•, G•)(0,0) ∼= GrFGrGV .
(iv) ξA2(V, F
•, G•)(1,1) ∼= V .
Preuve: Ces isomorphismes proviennent de la proposition 3 (iii) p.19, et de l'étude des quotients
des modules de Rees faite au lemme 6 p.18.
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Notons D1 et D2 les diviseurs (droites anes) d'équations respetives u = 0 et v = 0.
Proposition 11. Le bré de Rees est isomorphe au bré trivial :
ξA2(V, F
•, G•) ∼= ⊕p,q(GrF
•
p Gr
G•
q V⊗kOA2(−pD2−qD1)) ∼= (⊕p,q(GrF
•
p Gr
G•
q V )⊗kOA2) = OnA2
où n = dimk V .
Preuve: Cei est dû au fait que l'on peut toujours trouver un sindement de V ompatible à
deux ltrations omme on l'a montré préedement. Le premier isomorphisme vient du hoix
de V ∼= ⊕p,qGrF•p GrG
•
q V . Exhibons le deuxième sur haune des omposantes de la somme
direte :
α : s ∈ (GrF•p GrG
•
q V )⊗k OA2(−pD2 − qD1)→ up.vq.s ∈ (GrF
•
p Gr
G•
q V )⊗k OA2 .

2.5 Ations de groupes algébriques linéaires et faiseaux de Rees
2.5.1 Goupes algébriques linéaires, G-variétés et G-faiseaux
Le but de ette partie est de xer les notations, de dénir les objets que l'on utilisera par
la suite ainsi que leurs prinipales propriétés.
On rappelle qu'un groupe algébrique linéaire G sur un orps algébriquement los k est
une variété algébrique équipée d'une struture de groupe et telle que les lois du groupe soient
des morphismes de variétés : le produit π : G × G → G, (x, y) 7→ x.y et l'appliation inverse
i : G→ G, x 7→ x−1 sont des morphismes algébriques et il y a un élément neutre e. Comme le
fonteur ontravariant X 7→ k[X ], qui à une variété ane X assoie sa k-algèbre des fontions
régulières, établit une équivalene de atégories entre la atégorie des variétés anes sur le
orps k et la atégorie des k-algèbres de type ni, toute variété algébrique ane X peut être
vue omme l'ensemble des homomorphismes de k-algèbres Homk(k[X ], k). La loi de groupe sur
G vient don des morphismes de k-algèbre suivants :
π∗ : k[G]→ k[G]⊗ k[G], i∗ : k[G]→ k[G]
l'élément neutre e provient d'un morphisme dans Homk(k[G], k), e : k[G] → k. Notons par
m : k[G] ⊗ k[G] → k[G] la multipliation et par id l'homomorphisme identité dans k[G]. Les
axiomes de la loi de groupe de G sont exprimés par la ommutativité des diagrammes suivants :
élément neutre :
k[G] k[G]⊗ k[G]e⊗id
k[G]⊗ k[G]
id⊗e
k[G]
π∗
id
π∗
assoiativité :
k[G]⊗ k[G]⊗ k[G] k[G]⊗ k[G]π
∗⊗id
k[G]⊗ k[G]
id⊗π∗
k[G]
π∗
π∗
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inverse à gauhe et à droite :
k[G]⊗ k[G]
m
k[G]⊗ k[G]i
∗⊗id
k[G] k[G]e
π∗
k[G]⊗ k[G]
m
k[G]⊗ k[G]id⊗i
∗
k[G] k[G].e
π∗
Exemple : Les groupes anes qui nous intéresseront par la suite sont les tores (Gm)
n
, où
n ∈ N, produits du groupe ane Gm = Spek[u, u−1]. Les lois de groupe de Gm viennent de
la ommutativité des diagrammes préédents, les homomorphismes π∗, i∗ et e sont donnés par
π∗u = u⊗ u, i∗u = u−1 et e(u) = 1.
Introduisons la notion de G-variété.
Dénition 23. Une variété algébrique X est une G-variété s'il existe une ation à gauhe de
G sur l'ensemble X σ : G×X → X, σ : (g, x)→ g.x qui soit un morphisme de variétés et qui
vérie pour tous g, h ∈ G, x ∈ X : (gh).x = g.(h.x) et e.x = x.
Soient X et Y deux G-variétés. Un morphisme équivariant entre les G-variétés X et Y
est un morphisme f : X → Y tel que le diagramme suivant ommute (on indexe par X resp. Y
le morphisme qui donne l'ation de G sur X resp. Y) :
G×X id×f
σX
G× Y
σY
X
f
Y
Supposons que X soit une G-variété ane. Alors d'après l'équivalene de atégories itée
plus haut entre la atégorie des variétés anes et la atégorie des k-algèbres niment engen-
drées, l'ation est donnée par un morphisme σ∗ : k[X ] → k[G] ⊗ k[X ]. La loi du groupe G est
toujours notée par π. Dire que l'ation est une ation de groupe signie que les homomorphismes
π∗ ⊗ id et id⊗ π∗ oïnident de k[G]⊗ k[X ] vers k[G]⊗ k[G]⊗ k[X ] et que l'homomorphisme
(e⊗ id)σ∗ de k[X ] vers lui-même est l'identité.
Exemple : Soit G = Gm. La donnée d'une Gm-ation sur une variété ane X est équiva-
lente à la donnée d'une graduation de l'algèbre k[X ], i.e. d'une déomposition en somme direte
d'espaes vetoriels k[X ] = ⊕m∈Zk[X ]m tels que pour tous m,n ∈ Z, k[X ]m.k[X ]n ⊂ k[X ]m+n.
L'ation de σ (ou de façon équivalente l'homomorphisme σ∗) se déduisent l'un de l'autre par
σ∗P = um ⊗ P si P ∈ k[X ]m.
Dénissons la notion d'ation d'un groupe algébrique G sur un faiseau ohérent sur une
G-variété ompatible ave l'ation sur la variété. Soit F un faiseau ohérent sur une G-variété
X .
Dénition 24. Le faiseau ohérent F est un G-faiseau ohérent s'il existe un isomorphisme
de faiseaux de OG×X-modules :
Ψ : σ∗F ∼= p∗2F ,
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où p2 : G ×X → X est le morphisme projetion sur le deuxième fateur, tel que la ondition
de oyle suivante soit vériée :
(π ⊗ idX)∗Ψ = p∗12 ◦ (idG ⊗ σ)∗Ψ,
où p12 : G×G×X → G×X est le morphisme projetion sur les deux derniers fateurs.
Un G-bré sur une G-variété X est un bré sur X qui est en plus un G-faiseau ohérent.
L'isomorphisme Ψ est appelé G-linéarisation du faiseau de OX -modules ohérents F .
Suivant [Hu-L℄, on donne l'interprétation intuitive qui suit. Pour (g, x) ∈ G × X , on note
toujours g.x à la plae de σ(g, x). L'isomorphisme de faiseaux de OG×X -modules Ψ donne un
isomorphismes entre les bres de F :
Ψg,x : F(g.x)→ F(x).
Ave ette notation, la ondition de oyliité se traduit en :
Ψg,x ◦Ψh,g.x = Ψh.g,x : F(h.g.x)→ F(x).
Dénition 25. Un homomorphisme Φ : F → F ′ entre faiseaux de OX-modules G-linéarisés
est un homomorphisme de OX -modules qui ommute ave les linéarisations respetives de F et
F ′, i.e. Ψ et Ψ′ ; ei signie que
Ψ′ ◦ σ∗Φ = p∗2Φ ◦Ψ.
Lemme 20. [Tho℄ La atégorie des G-faiseaux ohérents est abélienne.
Preuve: Cette atégorie est lairement additive, montrons qu'elle est munie de noyaux et de
onoyaux. Soit f : F → G un morphisme de G-faiseaux ohérents. Notons Ker et Coker le
noyau et onoyau de f . La projetion p2 est un morphisme plat. Le morphisme σ est la omposée
de l'isomorphisme de G ×X donné par la èhe (g, x) 7→ (g, g.x) et de la projetion plate p2
et est don plat. Ainsi les fonteurs p∗2 et σ
∗
qui vont de la atégorie des faiseaux ohérents
sur X vers la atégorie des faiseaux ohérents sur G × X sont exats. On en déduit don
le diagramme ommutatif i-dessous, e qui permet, par le lemme des inq, de onstruire les
isomorphismes de faiseaux de OG×X -modules (les èhes en pointillés) ΨKer : σ∗Ker ∼= p∗2Ker
et ΨCoker : σ
∗Coker ∼= p∗2Coker. La ondition de oyle se vérie alors immédiatement.
0 σ∗(Ker) σ
∗i
ΨKer∼=
σ∗(F) σ
∗f
∼= ΨF
σ∗(G) σ∗π
ΨG∼=
σ∗(Coker)
ΨCoker∼=
0
0 p∗2(Ker)
p∗2i
p∗2(E)
p∗2f
p∗2(G)
p∗2π
p∗2(Coker) 0
.
L'image Im, qui est un noyau pour le onoyau, est don un G-faiseau ohérent, de même pour
la oïmage Coim qui est un onoyau pour le noyau don un G-faiseaux ohérent. La atégorie
des faiseaux ohérents sur X est abélienne, don l'image et la oïmage sont isomorphes, notons
par Φ l'isomorphisme désigné. Comme pour la ommutativité du diagramme préédent on a la
ommutativité de
σ∗(Coim) σ∗Φ∼=
Ψ∼=
σ∗(Im)
Ψ′∼=
p∗2(Coim)
p∗2Φ
∼=
p∗2(Im),
e qui prouve que Φ est un morphisme de G-faiseaux ohérents.
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Pour généraliser le théorème 2.3.2 p.28 aux G-faiseaux réexifs µ-semistables de pente
µ, nous aurons besoin de savoir si le faiseaux réexif F∗∗ assoié à un G-faiseau F est un
G-faiseau. Le lemme suivant répond par l'armative à ette question.
Introduisons d'abord la notion d'ation plate :
Dénition 26. Une ation σ : G ×X → X est dite plate si le morphisme de shémas orre-
spondant est plat.
Lemme 21. Soit G un groupe algébrique linéaire sur k et X une G-variété lisse et séparée de
type ni sur k tels que l'ation soit plate. Soit F un G-faiseau sur X, alors le faiseau réexif
assoié F∗∗ est un G-faiseau et le morphisme anonique ν du faiseau F vers son bidual est
un morphisme de G-faiseaux.
Preuve: Nous allons montrer que le dual F∗ d'un G-faiseau de OX -modules ohérent F est
un G-faiseaux ohérent.
p2 : G×kX → X est plate. σ est plate omme omposée de p2 ave l'isomorphisme G×k
X ∼= G×kX donné par (g, x) 7→ (g, gx). Les fonteurs p∗2 et σ∗ sont don exats. Don, d'après
[H℄, proposition 1.8, on a p∗2(F∗) ∼= (p∗2F)∗ et σ∗(F∗) ∼= (σ∗F)∗. Ainsi l'isomorphisme image
de ΨF dans Hom((p
∗
2F)∗, (σ∗F)∗) se transporte en isomorphisme dans Hom(p∗2(F∗), σ∗(F∗))
e qui permet de onlure.
On vient de voir que F∗∗ est un G-faiseau. Soit Ψ∗∗F le morphisme entre faiseaux
réexif assoié à ΨF . Alors Ψ
∗∗
F ◦ σ∗ν = p∗2ν ◦ΨF et (σ∗F)∗∗ ∼= σ∗(F∗∗) et (p∗2F)∗∗ ∼= p∗2(F∗∗)
permettent de onlure.

Les lemmes préédents, omposés ave le théorème 1, nous permettent de prouver que la
atégorie des faiseaux G-équivariants µ-semistables réexifs sur une G variété X est abélienne.
Rappelons que l'on s'est plaé sur un orps de aratéristique nulle algébriquement los.
Corollaire 5. Soit G un groupe algébrique linéaire sur k et X une G-variété lisse et séparée
de type ni sur k. Alors la atégorie Reµ−semistable,µ(X/G) des faiseaux réexifs sur X G-
équivariants µ-semistables de pente µ et des morphismes G-équivariants entre es objets est
abélienne.
Preuve: Soit f : E → F un morphisme dans Reµ−semistable,µ(X/G). Le théorème 2.3.2 p.28
nous donne l'existene d'un noyau Ker, d'un onoyau Coker, puis d'une image Im et d'une oï-
mage Coim de f qui sont µ-semistables de pente voulue, et tels que l'image et la oïmage soient
isomorphes, i.e., tels qu'il exite un isomorphisme g : Coim ∼ Im . Le lemme 20 p.35 arme
que haun des faiseaux Ker, Coker, Im et Coim est un G-faiseaux. Il reste don à vérier,
que l'isomorphisme g dans la atégorie des faiseaux réexifs µ-semistables de pente µ sur X ,
Reµ−semistable,µ(X), entre objets de la sous-atégorie des objets équivariants munie des mor-
phismes équivariants Reµ−semistable,µ(X/G) est G-équivariant. Pour elà revenons à la preuve
du théorème 2.3.2 p.28. Pour montrer qu'on avait un isomorphisme g entre la oïmage et l'image,
on montrait d'une part que l'on avait un isomorphisme en dehors d'un ensemble de odimension
2 entre le onoyau faiseautique du noyau noté Coker(i) et son bidual Coim = (Coker(i))∗∗,
d'autre part que l'on avait un isomorphisme en dehors d'un ensemble de odimension 2 entre
l'image faiseautique Im(f) et l'image dans la atégorie Reµ−semistable,µ(X), Im = Ker(π∗∗).
On en tirait, par omposition, les images et oïmages faiseautiques étant isomorphes, un iso-
morphisme en dehors d'un ensemble de odimension 2 entre faiseaux réexifs, don un isomor-
phisme entre faiseaux réexifs. Par le lemme 20 p.35, l'isomorphisme entre Coim(f) et Im(f)
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est un morphisme de G-faiseaux ; par le lemme 21 p.36, le morphisme entre Coim et Coim
(son faiseau réexif assoié) est un morphisme de G-faiseaux ; le diagramme de la preuve du
théorème 2.3.2 suivant
0 Im(f) F π
id
Coker(f)
ν
0
0 Im = Ker(π∗∗) F π
∗∗ Coker = (Coker(f))∗∗ 0,
montre que le morphisme entre Im(f) et Im est un morphisme de G-faiseaux (ν est un mor-
phisme de G-faiseaux par le lemme 21 et les morphismes horizontaux sont des morphismes de
G-faiseaux par le lemme 20). On en déduit que g est un morphisme de G-faiseaux réexifs qui
est un isomorphisme, et don que Coim et Im sont des G-faiseaux isomorphes, e qui permet
de onlure.

Comme on l'a vu plus haut, les faiseaux réexifs sur une variété de dimension ≤ 2 sont
loalement libres, ainsi,
Corollaire 6. Soit X une G-variété du type onsidéré dans le orollaire préédent, ave de plus
dim(X) ≤ 2. Alors la atégorie Bunµ−semistables,µ(X/G) des G-brés vetoriels µ-semistables
de pente µ et des morphismes G-équivariants entre es objets est abélienne.
Terminons ette setion en dénissant une notion qui nous sera utile pour dérire une
ertaine lasse de brés vetoriels sur A3\{0, 0, 0}, la lasse de eux qui peuvent être obtenus
omme images inverses de brés sur le plan projetif P2.
Dénition 27. Soit G un groupe algébrique et f : X → Y un morphisme G-équivariant de
G-variétés. On dit que f est G-bré prinipal s'il existe un morphisme étale surjetif Y ′ → Y
et un isomorphisme G-équivariant de G-variétés Y ′ ×G → Y ′ ×Y X e qui signie que X est
loalement pour la topologie étale isomorphe omme G-variété au produit Y ×G.
Si X → Y est un quotient géométrique et que f est plate et si le morphisme (σX , p1) :
X ×G→ X ×Y X est un isomorphisme, alors f est un G-bré prinipal.
Nous utiliserons ette dénition dans un adre restreint :
Soit l'ation de Gm sur A
n\{0, 0, ..., 0} donnée par
σ : (t, (u1, u2, ..., un)) 7→ (t.u1, t.u2, ..., t.un).
Cette ation a un quotient géométrique qui est l'espae projetif Pn−1. Le morphisme f
est bien plat et (σ, p1) : (A
n\{0, 0, ..., O})×Gm → (An\{0, 0, ..., 0})×Pn−1 (An\{0, 0, ..., 0})
est bien un isomorphisme, don f : An → Pn−1 est bien un Gm-bré prinipal.
Dénition 28. Soit f : X → Y un morphisme de G-variétés qui soit un quotient géométrique
et soit F un G-faiseau ohérent. On dit alors que F desend à Y s'il existe un faiseau ohérent
E sur Y tel que l'on ait sur X l'isomorphisme de G-faiseaux F ∼= f∗E.
La dénition des G-brés prinipaux sera justiée ii par le fait suivant :
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Fait : ([Hu-L℄, Th.4.2.14 p.87) Soit G un groupe rédutif. Si f : X → Y est un G-bré
prinipal et F un G-faiseau, alors F desend.
Dans les appliations par la suite, G sera toujours rédutif ar on aura toujours G =
(Gm)
n
, où n ∈ N. En partiulier, le fait préédent sera utilisé sous la forme suivante : si l'on
a un Gm-faiseau F sur An\{0, 0, ..., 0}, alors e faiseau desend sur Pn−1 i.e. il existe un
faiseau E sur Pn−1 tel que f∗E ∼= F soit un isomorphisme de Gm-faiseaux.
2.5.2 Ation du groupe multipliatif (Gm)
n
sur les faiseaux de Rees assoiés à n
ltrations
Les faiseaux ohérents de Rees sur An sont munis d'une struture plus rihe par l'ation
du groupe multipliatif Gm
n
qui prolonge l'ation par translation sur An.
Notons Tn = Gm
n
. On a
Tn = Spe k[t1, t
−1
1 , t2, t
−1
2 , ..., tn, t
−1
n ] et A
n = Spe k[u1, u2, ..., un].
L'ation par translation est donnée par :
σ : Tn ×An → An
(t1, t2, ..., tn)× (u1, u2, ..., un) 7→ (t1.u1, t2.u2, ..., tn.un)
Cette ation est duale du morphisme d'anneaux (de la oation)
σ♯ : k[u1, u2, ..., un]→ k[u1, u2, ..., un]⊗ k[t1, t−11 , t2, t−12 , ..., tn, t−1n ]
ui 7→ ui.ti
On a aussi le morphisme de projetion p2 : T
n × An → An dual du morphisme d'anneaux
p♯2 : k[u1, u2, ..., un]→ k[u1, u2, ..., un]⊗ k[t1, t−11 , t2, t−12 , ..., tn, t−1n ] donné par p♯2 : ui 7→ ui ⊗ 1.
Proposition 12. Soit V un espae vetoriel sur k muni de n ltrations exhaustives et dérois-
santes (F •i )i∈[1,n]. Le bré de Rees sur A
n
assoié ξAn(V, Fi) est un T
n
bré pour l'ation de
Tn par translation sur An.
Preuve: Pour prouver ette assertion, il faut exhiber un isomorphisme entre les faiseaux
de OTn×An -modules σ∗ξAn(V, Fi) et p∗2ξAn(V, Fi). Pour simplier l'ériture, on notera A =
k[u1, u2, ..., un] et T = k[t1, t
−1
1 , t2, t
−1
2 , ..., tn, t
−1
n ]. On a déni deux morphismes d'anneaux de
A vers A⊗ T , p♯2 et σ♯.
Comme ξAn(V, Fi) = R
n(V, F •i )
∼
(Rn(V, F •i ) est un A-module), on a d'après la proposi-
tion 4 p.19,
p∗2ξAn(V, Fi) = (R
n(V, F •i )⊗(A,σ♯) (A⊗ T ))∼
et,
σ∗ξAn(V, Fi) = (R
n(V, F •i )⊗(A,p♯2) (A⊗ T ))
∼.
On a ainsi un isomorphisme de A⊗G-modules
Ψ♯ : Rn(V, F •i )⊗(A,σ♯2) (A⊗ T )→ R
n(V, F •i )⊗(A,p♯2) (A⊗ T ).
Rappelons que le fonteur ∼ qui à un A-module M assoie un faiseau M∼ sur SpeA établit
une équivalene de atégories, on a don
HomA⊗G(R
n(V, F •i )⊗(A,σ♯2) (A⊗ T ), R
n(V, F •i )⊗(A,p♯2) (A⊗ T ) =
HomO
SpeA×SpeG
(σ∗ξAn(V, Fi), p
∗
2ξAn(V, Fi)).
D'où l'isomorphisme de faiseaux de OTn×An -modules Ψ à droite assoié à Ψ♯ dans le
membre de gauhe.
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Lemme 22. Les isomorphismes de brés de Rees sur An donnés dans le lemme 14 p.29, sont
ompatibles ave l'ation de Tn i.e. sont des isomorphismes de Tn-faiseaux de OAn-modules.
Preuve: Il sut de remarquer en utilisant la proposition 4 p.19 que pour un morphisme d'an-
neaux f ♯ : A→ B et une famille de A-modules {Mj} indexée par j ∈ J , on a, si f : SpeB →
SpeA est le morphisme assoié à f ♯, f∗((⊗jMj)∼) = ((⊗jMj)⊗A,fB)∼ = (⊗j(Mj⊗A,fB))∼ =
⊗j(Mj ⊗A,f B)∼ = ⊗jf∗(M∼j ). On montre de même que f∗((⊕jMj)∼) = ⊕jf∗(M∼j ). On on-
lut en appliquant ei à f ♯ = σ♯ et f ♯ = p♯2.

Remarque : Une autre façon de présenter les ations sur les faiseaux de OX -modules est
d'utiliser la notion de omodule, f.e[Saa℄.
2.5.3 Constrution inverse
Dans ette setion nous donnons un premier outil en vue d'établir d'un ditionnaire entre
objets ltrés et brés vetoriels. Pour ei, on asseoit une orrespondane entre les espaes
vetoriels ltrés et biltrés, qui sont des objets algébriques, et les brés de Rees sur la droite
ou le plan ane, i.e. des objets géométriques. Cette orrespondane fontionne bien puisqu'on
exhibe une équivalene de atégories entre une atégorie dont les objets sont des espaes ltrés,
les morphismes sont les morphismes stritement ompatibles ave les ltrations et une atégorie
dont les objets sont des brés vetoriels équivariants pour l'ation d'un ertain groupe sur les
espaes anes ave des morphismes que nous spéierons plus bas.
Rappelons que deux fonteurs F : C → C′ et G : C′ → C dénissent une équivalene de
atégories entre les atégories C et C′ si G ◦ F est naturellement équivalent à l'identité de C et
F ◦G est naturellement équivalent à l'identité de C′. Rappelons de plus que pour qu'un fonteur
entre atégories F : C → C′ dénisse une équivalene de atégories entre les atégories C et C′, il
faut et il sut que F soit essentiellement surjetif et pleinement dèle. Essentiellement surjetif
signie que pour tout objet C′ ∈ C′ il existe un objet C ∈ C tel que F (C) ∼= C′. Pleinement
dèle signie que pour toute paire d'objets (A,B) de C l'appliation dénie par F induit une
bijetion de HomC(A,B) vers HomC′(F (A), F (B)).
Notons par exemple, et puisque et exemple sera utilisé pour la preuve de nos équiv-
alenes, que, un anneau A quelonque (resp. noetherien) étant xé, le fonteur ∼ dérit plus
haut qui à un A-module M assoie le faiseau M˜ sur Spe(A) établit une équivalene de até-
gories entre la atégorie des A-modules (resp. A-modules niment engendrés) et la atégorie
des OX -modules quasi-ohérents (resp. ohérents) (f [H℄, Cor.5.5, p. 113).
On désignera par ΦR le fonteur qui à un espae vetoriel muni de n ltrations
(V, F •1 , F
•
2 , ..., F
•
n) ∈ Cnfiltr assoie le faiseau ohérent sur An,
ξAn(R
n(V, F •i )) = R˜
n(V, F •i ) = ΦR((V, F
•
1 , F
•
2 , ..., F
•
n)).
Nous allons montrer que l'on peut dénir un fonteur inverse , que l'on notera ΦI , qui
dénit ave ΦR une équivalene de atégorie dans les as n = 1, 2.
Constrution inverse de la onstrution du bré de Rees assoiée à un espae
vetoriel ltré
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Soit (V, F •) un espae vetoriel ltré. Comme on l'a vu plus haut, ξA1(V, F
•) est un Gm-bré
vetoriel sur A1 pour l'ation qui prolonge l'ation de Gm sur A
1
par translation. L'image de
ΦR est don bien dans la atégorie voulue.
Réiproquement, soit F un faiseau loalement libre (i.e. un bré vetoriel) sur A1 muni
d'une ation de Gm prolongeant l'ation par translation. Soit V = F1, la bre de e faiseau au
point 1 ∈ A1. Gm est abélien, ainsi on peut déomposer son ation suivant ses aratères, et
don, en regardant l'ordre des zéros des setions invariantes, avoir une graduation et don une
ltration F • de la bre au dessus de 1, V . Exprimons ei en terme de k[u]-modules. D'après
l'équivalene donnée dans l'introdution de ette setion, F orrespond à un k[u]-module libre
B = F(A1). La restrition de l'ation par translation à Gm ⊂ A1 étant transitive, elle fournit
une trivialisation de F|Gm qui en terme de modules donne l'isomorphisme :
B ⊗k[u] k[u, u−1] ∼=W ⊗k k[u, u−1].
Prenons le quotient à gauhe par l'idéal de k[u, u−1], (u− 1), on obtient B/(u− 1)B. A droite
on obtient W . Cela donne une identiation anonique entre l'espae vetoriel W et la bre en
1 de F (par B/(u− 1)B, proposition 3). D'où l'inlusion :
B ⊂ V ⊗k k[u, u−1].
On obtient ainsi une ltration de V déroissante et exhaustive en posant
F pV = {v ∈ V, u−pv ∈ B}.
On pose alors :
ΦI(F) = (V, F •).
Proposition 13. [Si1℄ Les fonteurs ΦR et ΦI établissent une équivalene de atégories en-
tre la atégorie des espaes vetoriels de dimension nie munis d'une ltration exhaustive et
déroissante et dont les morphismes sont les morphismes stritement ompatibles aux ltrations
et la atégorie des brés vetoriels sur A1 munis de l'ation de Gm prolongeant l'ation stan-
dard dont les morphismes sont les morphismes de brés vetoriels dont les onoyaux sont sans
torsion don des faiseaux loalement libres sur la droite ane et qui ommutent ave l'ation :
{C1filtr}
ΦR {Bun(A1/Gm)}
ΦI
.
Preuve: ΦI établit une onstrution inverse de la onstrution du bré de Rees ΦR. En eet, si
l'on part d'un espae vetoriel ltré (V, F •) et que l'on applique ΦI à ξA1(V, F
•) = ΦR((V, F
•))
on obtient la même ltration sur le même espae vetoriel V (la bre en 1 de ξA1(V, F
•)).
Réiproquement partons d'un bré vetoriel F muni de l'ation du groupe multipliatif.
Par la onstrution ΦI faite au-dessus, on obtient un espae vetoriel ltré (V, F
•) assoié au
module de Rees B dénit par B = F(A1). Soit B′ le module de Rees assoié à et espae
vetoriel ltré : B′ = ΦR(V, F
•). F p a été déni omme l'ensemble des veteurs v ∈ V tels que
u−pv ∈ B, don B′ ⊂ B. Réiproquement, soit u−p.v ∈ B, on a v ∈ F pV et don d'après la
dénition de B′, u−p.v ∈ B′ don B = B′.
Reste à montrer que la orrespondane est pleinement dèle. Considérons l'appliation
HomC1filtr ((V, F
•), (W,G•))→ Hom
Bun(A1/Gm)(ΦR(V, F
•),ΦR(W,G
•))
dénie omme il suit : à tout morphisme f dans C1filtr on assoie un morphisme de modules
de Rees qui à u−p.v assoie u−p.f(v). La ompabilité du morphisme d'objets ltrés f assure
que u−p.f(v) est bien un élément du module de Rees assoié à (W,G•) et don l'existene du
morphisme de module. L'image de f dans Hom
Bun(A1/Gm)(ΦR(V, F
•),ΦR(W,G
•)) est alors le
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morphisme image du morphisme de k[u]-modules par la onstrution fontorielle des faiseaux
ohérents assoiés aux modules.
Pour montrer que la orrespondane est pleinement dèle montrons que ette appliation
est bijetive. Le terme de soure de l'appliation onerne l'ensemble des morphismes ompati-
bles d'espae vetoriels ltrés et le terme de droite l'ensemble des morphismes Gm-équivariants
de Gm-brés. Commençons par montrer la surjetivité de ette appliation. Soit
f ∈ Hom
Bun(A1/Gm)(ΦR(V, F
•),ΦR(W,G
•)). D'après la proposition 4, pour un anneau A, l'ap-
pliationM →M∼ qui va des A-modules vers les faiseaux ohérents sur SpeA est un fonteur
pleinement dèle. On déduit de f un morphisme de k[u]-modules f ′ ∈ Homk[u](BF , BG) où
BF et BG sont les modules donnés par les setions globales des deux brés ΦR(V, F
•)(A1) et
ΦR(W,G
•)(A1). Ces modules sont munis de l'ation deGm héritée de l'ation sur les brés et f
′
dénit un morphisme d'espaes vetoriels qui respete les ltration f ′′. En eet, soit v ∈ F p(V )
alors par dénition u−p.v ∈ BF . Alors, omme f ′ respete l'ation f ′(u−p.v) = u−p.P (u).w où
w ∈W et P ∈ k[u]. Don f ′′(v) = w et f ′′(F p(V )) ⊂ Gp(W ) ar u−p.P (u).w ∈ BG =⇒ w ∈ Gp.
Pour voir que f ′′ est stritement ompatible aux ltrations, on exprime le fait que f est un
morphisme de Gm-bré i.e. que le noyau, l'image de f sont des brés. On en déduit un iso-
morphisme de Gm-brés entre la oïmage et l'image de f qui desend aux espaes veto-
riels ltrés. L'injetivité est laire à haune des étapes : de HomC1filtr ((V, F
•), (W,G•)) vers
Homk[u](R(V, F
•), R(W,G•)) puis vers Hom
Bun(A1/Gm)(ΦR(V, F
•),ΦR(W,G
•)). On arrive bien
dans les morphismes de brés vetoriels ar la strite ompatibilité des morphismes d'espaes
ltrés fait que les images et noyaux des morphismes induits sur les k[u]-modules sont sans tor-
sion, les images et noyaux des morphismes dans Bun(A1/Gm) sont don des sous-faiseaux
ohérents sans torsion, don singuliers sur des ensembles de odimension au moins 2, don
loalement libres sur la droite ane.

Constrution inverse de la onstrution du bré de Rees assoiée à un espae
vetoriel muni de deux ltrations
Soit (V, F •, G•) un espae vetoriel biltré. Le bré de Rees Φ(V, F •, G•) = ξA2 (V, F
•, G•) est
bien d'après la proposition 12 p.38 un Gm
2
-bré vetoriel sur le plan ane A2.
Réiproquement, soit F un Gm2-bré vetoriel sur A2. Soit V = F1 la bre en (1, 1) ∈
A2. On a vu que F|A1×{1} est un Gm-bré sur la droite ane de bre naturellement isomorphe
à V en 1. On en déduit don, omme dans la setion préédente, par le morphisme ΦI une
ltration F •. De même on obtient une ltration G• en restreignant le bré à {1} × A1 par
(V,G•) = ΦI(F|{1}×A1). On en déduit don un morphisme que l'on notera toujours ΦI de
la atégorie des brés vetoriels sur A2 munis de l'ation de Gm ×Gm prolongeant l'ation
standard dont les morphismes sont les morphismes de brés vetoriels qui ommutent ave
l'ation, notée Bun(A2/(Gm)2), vers la atégorie C2filtr.
Proposition 14. On a une équivalene de atégories entre la atégorie des espaes vetoriels
de dimension nie munis de deux ltrations exhaustives et déroissantes et dont les morphismes
sont les morphismes stritement ompatibles aux ltrations et la atégorie des brés vetoriels
sur A2 munis de l'ation de Gm×Gm prolongeant l'ation standard dont les morphismes sont
les morphismes de brés vetoriels dont les onoyaux sont sans torsion et qui ommutent ave
l'ation :
{C2filtr}
ΦR {Bun(A2/(Gm)2)}
ΦI
.
Preuve: Partons d'un espae vetoriel biltré (V, F •, G•). La onstrution du bré de Rees
équivariant restreinte à A1 × {1} et la proposition 13 p.40, nous permettent de voir que par
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ΦI ◦ΦR on réupère la même ltration F • sur V . On fait de même pour la deuxième ltration.
Ainsi ΦI ◦ ΦR((V, F •, G•)) = (V, F •, G•).
Réiproquement, soit F un objet de Bun(A2/(Gm)2) et soit B = F(A2) le k[u, v]-
module assoié. Comme dans la onstrution inverse dans le as d'un espae vetoriel ltré,
on a une inlusion B ⊂ V ⊗k k[u, u−1, v, v−1] et les ltrations préédement dénies par ΦI
sont entièrement aratérisées par F p ∩ Gq = {w ∈ V |u−pv−qw ∈ B}. Soit B′ le module
de Rees assoié à (V, F •, G•) et F ′ = ΦR(V, F •, G•) = ΦR ◦ ΦI(F) le bré vetoriel assoié.
D'après la onstrution des ltrations B′ est un sous-module de B. On en déduit un morphisme
de brés vetoriels f : F ′ → F . D'après l'équivalene montrée dans la setion préédente e
morphisme est un isomorphisme en dehors de (0, 0) ∈ A2. En eet, pour tout x 6= 0 ∈ A1 :
f |{x}×A1 : F ′|{x}×A1 → F|{x}×A1 est l'isomorphisme de Gm-brés sur A1 de ΦR ◦ ΦI(G)
vers G donné dans la setion préédente où G = (B/(u − x)B)∼ et si l'on note par A le k[v]-
module B/(u − x)B, ΦR ◦ ΦI(G) = (A′)∼ 'est à dire le Gm-bré vetoriel sur A1 assoié à
l'espae vetoriel ltré ΦI(G). Don pour tous (x, y) 6= (0, 0), f(x,y) : F ′(x,y) → F(x,y) est un
isomorphisme. C'est don un isomorphisme de bré vetoriels sur A2−{(0, 0)} or F ′ et F sont
des brés vetoriels sur A2, don f est un isomorphisme : F ′ ∼= F .
Montrons que ette orrespondane est pleinement dèle. On onsidère l'appliation
HomC2filtr ((V, F
•, G•), (W,H•, I•))→ Homk[u,v](R2(V, F •, G•), R2(W,H•, I•)),
qui est bien dénie ar les morphismes à gauhe sont ompatibles aux ltrations, omposée à
la ltration
Homk[u,v](R
2(V, F •, G•), R2(W,H•, I•))→ Hom
Bun(A2/(Gm)2)(ΦR(V, F
•, G•),ΦR(W,H
•, I•)),
bien dénie par la onstrution fontorielle ∼.
Montrons que la omposée de es deux èhes est bijetive. L'injetivité des deux èhes
est laire. De plus un morphisme stritement ompatible entre espaes vetoriels biltrés donne
lieu à un morphisme de modules de Rees dont noyau et image sont sans torsion e qui prouve
que le morphisme induit entre ξA2 (V, F
•, G•) et ξA2 (W,H
•, I•) a son noyau et son image sans
torsion. La surjetivité en termes de morphismes d'espaes vetoriels ltrés est direte, reste à
vérier que les morphismes sont stritement ompatibles aux ltrations. On vérie ela pour
F • et H• (resp. G• et I•) en se plaçant sur une droite ane de A2 de la forme A1×{v0} (resp.
{u0} ×A1) qui évite le lieu singulier des noyaux et images du morphisme de faiseaux e qui
est toujours possible ar es faiseaux étant sans torsion, le lieu singulier est de odimension 2
par le orollaire 2 p.21.

2.6 Constrution du bré de Rees sur P
2
à partir de trois ltrations
2.6.1 Constrution
ReouvronsP2 = Proj k[u0, u1, u2] par les trois artes anes standard, Uk = {(u0, u1, u2) ∈
P2, uk 6= 0} = A2ij = Spe k[ uiuk ,
uj
uk
] où i, j, k sont deux à deux distints, {i, j, k} = {0, 1, 2} et
i < j. Sur les trois artes, on eetue la onstrution du bré de Rees assoié à deux ltrations.
Pour les trois triplets (i, j, k) onsidérés au-dessus on onstruit le bré de Rees ξA2ij (V, F
•
i , F
•
j )
sur Uk = A
2
ij . Nous allons montrer que l'on peut reoller es faiseaux obtenus sur haune des
artes ane pour obtenir un faiseau sur P2. En fait le reollement est simple puisque deux
faiseaux sur deux des artes anes oïnident sur l'intersetion de es artes. Il sut alors
pour dérire la struture de bré d'exhiber les trivialisations loales. D'après la desription des
brés faite dans la proposition 11 p.33, sur haune des artes anes les brés sont isomorphes
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au bré trivial Odim(V )Uk sur Uk par les isomorphismes φk : O
dim(V )
Uk
→ ξA2ij (V, F •i , F •j ).
Proposition-Denition 1. Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) un objet de C3filtr On peut reoller les -
brés de Rees ξA2ij (V, F
•
i , F
•
j ) obtenus à partir de deux ltrations sur haun des ouverts anes
Uk où {i, j, k} = {1, 2, 3} et i < j. On en déduit un bré vetoriel sur P2. Le bré ainsi
obtenu est appelé bré de Rees assoié à l'espae vetoriel triltré (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) et est noté
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ).
Preuve: On utilise les restritions des isomorphismes trivialisants des brés de Rees sur les plans
anes dérits plus haut pour former des oyles dénissant un bré. Introduisons quelques
notations. Les intersetions deux à deux des ouverts anes standards Uk où k ∈ {0, 1, 2} seront
notées Ukl = Uk ∩ Ul où k, l ∈ {0, 1, 2} et k < l. jkl sera l'inlusion jkl : Ukl →֒ Uk et jlk
sera l'inlusion jlk : Ukl →֒ Ul. De même, on a les trois inlusions jijk : Uijk →֒ Uij . Pour
l 6= k, on peut supposer par exemple que l = j où (i, j, k) est un triplet de la forme dérite plus
haut. D'après le lemme 18 p.32, ξA2ij (V, F
•
i , F
•
j )|Ujk = ξA2ik(V, F •i , F •k )|Ujk omme sous faiseaux
de j∗jk(OUijk ⊗ V ). En eet es deux faiseaux sont égaux au faiseau ξA1(V, F •i ) ⊗ OGm sur
Ujk = Spe k[u, v, v
−1], où Gm = Spe k[v, v
−1]. Cela sut don à reoller les faiseaux
loallement libres sur les artes anes don triviaux, les isomorphismes de transition sont
les identités sur les intersetions des artes anes, les onditions de oyles sont évidement
vériées.

Dérivons la struture de bré vetoriel en donnant des trivialisations. Sur Uk on a l'i-
somorphisme φk : Odim(V )Uk → ξA2ij (V, F •i , F •j ). On peut ainsi dénir φkl = φ
−1
l ◦ φk|Ukl omme
fontion de transition entre les brés triviaux sur les artes Uk et Ul. La ondition de oy-
le est automatiquement vériée ar φk|Uijk(ξA2ij (V, F •i , F •j )) = OUijk ⊗ V . Ainsi sur Uijk :
φij ◦ φjk ◦ φkl = id. Reste à montrer que la onstrution ne dépend pas des bigraduations
V = ⊕p,qV p,q hoisies pour haque onstrution ξA2ij (V, F •i , F •j ) sur les artes anes Uk. Sup-
posons que l'on ait une autre graduation V = ⊕p,qUp,q. Alors prendre le bigradué assoié aux
ltrations F •i et F
•
j , donne des isomorphismes V
p,q ∼= Up,q. Ces isomorphismes induisent des
isomorphismes au niveau des modules de Rees puis des brés de Rees sur les artes anes Uk
pour tous les triplets i, j, k. Ainsi, hanger les bigraduations assoiées aux paires de ltrations
revient à hanger de trivialisations loales du bré loalement libre sur P2 et onduit don à
un bré isomorphe. Le bré de Rees ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est bien déterminé à isomorphisme prés
à partir de (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ).
Exemple : Donnons la desription expliite du bré de Rees assoié à un espae vetoriel de
dimension 1 muni de trois ltrations. Cet exemple est important ar on essaiera toujours par la
suite de se ramener à une somme direte d'espaes vetoriels de dimension 1 munis de trois ltra-
tions, la onstrution préédente se omportant bien pour les sommes diretes. Soit V = k muni
de trois ltrations. On a forément (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) = (V,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•) où
r, p, q sont les rangs respetifs auxquels F •0 , F
•
1 et F
•
2 sautent.
ξP2(V,Dec
pTriv•, DecqTriv•, DecrTriv•) est un bré en droites sur P2 don de la forme
OP2(D). Expliitons le diviseur D. Pour ela notons Dk le omplémentaire de Uk dans P
2
(la
droite a l'inni assoiée à l'ouvert ane Uk), 'est à dire : pour k ∈ {0, 1, 2} : Uk = {(u0 :
u1 : u2) ∈ P2|uk 6= 0} ∼= A2ij et Dk = {(u0 : u1 : u2) ∈ P2|uk = 0} ∼= P1. La onstrution
dans le as d'un bré de rang 1 est simpliée par le fait que l'on peut évidemment trouver des
trivialisations sur les ouverts ompatibles à toutes les ltrations. Une setion méromorphe s du
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bré est donnée par (on note v un veteur engendrant la droite V ) : (u0u2 )
−r.(u1u2 )
−pv sur U2,
(u1u0 )
−p.(u2u0 )
−qv sur U0 et (
u0
u1
)−r.(u2u1 )
−qv sur U1. D'où : D = (s) = −rD0 − pD1 − qD2.
Nous noterons e bré
1
ξr,p,q
P2
.
On a dérit l'isomorphisme
ξr,p,q
P2
∼= OP2(−r − p− q).
Lemme 23. Soit (Vi, F
•
0 i, F
•
1 i, F
•
2 i) une famille nie d'espaes vetoriels munis de trois ltra-
tions, alors :
ξP2(⊕i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i)) ∼= ⊕iξP2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i).
ξP2(⊗i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i)) ∼= ⊗iξP2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i).
Preuve: Rappelons ([H℄) que si M et N sont deux A-modules, et que l'on note par une tilde
la onstrution du faiseau ohérent sur Spe A assoiée à un A-module, alors : (M ⊕N)∼ ∼=
M∼ ⊕ N∼ et (M ⊗A N)∼ ∼= M∼ ⊗Spe A N∼. Les onstrutions des brés de Rees sur les
plans anes sur les ouverts standards assoiées à la somme direte et au produit tensoriel se
déduisent don des onstrutions sur haun des fateurs. Les trivialisations sur es ouverts
sont données par haunes des trivialisations orrespondantes aux espaes vetoriels triltrés.
Les fontions de transitions du bré assoié à la somme direte et du bré assoié au produit
tensoriel sont don données par des blos orrespondants aux somme diretes et par produit
tensoriel des fontions de transition. Ainsi le bré de Rees de la somme direte est bien la
somme de Whitney des brés de Rees assoiés aux espaes vetoriels en somme direte et le
bré de Rees assoié au produit tensoriel est le produit tensoriel des brés de Rees de haun
des fateurs.

Constrution équivalente du bré de Rees assoié à trois ltrations
Rappelons que la onstrution du faiseau de Rees assoié à trois ltrations (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 )
sur l'espae ane A3 donne un faiseau ohérent réexif
ξA3 (V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) = (R
3(V, F 0, F •1 , F
•
2 )u0)
∼.
Ce faiseau est en fait un (Gm)
3
-faiseau pour l'ation standard de (Gm)
3
sur A3 par
translation. Considérons la diagonale de (Gm)
3
. La restrition de l'ation à la diagonale est
l'ation dérite dans la setion 2.5 p.33. ξA3(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )|A3\{(0,0,0)} est bien sur un Gm-bré
pour ette ation. Comme on l'a vu dans l'étude de ette ation, le morphisme entre la Gm-
variété A3\{(0, 0, 0)} et P2 est un Gm-bré prinipal. Don le
Gm-bré ξA3 (V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )|A3\{(0,0,0)} desend sur P2, i.e. il existe un faiseau ohérent E sur
P2 tel que
ξA3(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )|A3\{(0,0,0)} ∼= f∗E
soit un isomorphisme de Gm-brés sur A
3\{(0, 0, 0)} (f est le morphisme de l'espae ane
privé de l'origine vers l'espae projetif).
Comme l'ation de Gm est sans point xe, E est unique à isomorphisme prés (f [Hu-L℄).
Don, à isomorphisme près il existe un unique faiseau ohérent E sur le plan projetif tel que
ξA3(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )|A3\{(0,0,0)} ∼= f∗E soit un isomorphisme de Gm-brés.
1
On érit (r, p, q) et non (p, q, r) ar dans les appliations à la théorie de Hodge F •
1
et F •
2
seront la ltration
de Hodge et sa ltration opposée qui sont dérites lassiquement par les indies p et q
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Proposition 15.
ξA3(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )|A3\{(0,0,0)} ∼= f∗ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )
omme isomorphisme de Gm-brés sur A
3\{(0, 0, 0)}.
Preuve: Plaçons nous d'abord sur un ouvert ane Uk = Spek[
ui
uk
,
uj
uk
] deP2 = Proj k[u1, u2, u3]
dérit en début de setion, U0 par exemple. f
−1(U0) = {(u0, u1, u2) ∈ A3|u0 6= 0}. En
terme d'anneaux ette restrition de f est assoiée au morphisme g : A = k[u1u0 ,
u2
u0
] → B =
k[u0, u
−1
0 , u1, u2] = k[u0, u1, u2]u0 (SpeA = A
2
et SpeB = f−1(U0)). Alors,
f∗ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )|SpeB ∼= (R2(V, F •1 , F •2 )⊗A B)∼
∼= ((R3(V, F 0, F •1 , F •2 )u0)∼
∼= ξA3(V, F •0 , F •1 , F •2 )|SpeB.
On obtient ainsi trois isomorphismes dans les images réiproques des trois artes anes du plan
projetif. Ces isomorphismes se reollent bien ar sur le plan projetif se plaer sur l'intersetion
de deux artes anes revient à ne onsidérer qu'une seule ltration (elle qui est en ommun
aux onstrutions sur haunes des deux artes anes) et il en va de même au dessus : l'image
réiproque de l'intersetion est isomorphe à A1×Gm×Gm, et le bré restreint à et ouvert fait
apparaître la onstrution de Rees ave la ltration voulue dans la diretion de la droite ane et
est trivial dans les autres diretions. On obtient ainsi l'isomorphisme voulu sur A3\{(0, 0, 0)}.
La ompatibilité de et isomorphisme ave l'ation de Gm induite par f
∗
est laire.

Les brés de Rees sur P2 sont des G-brés
Le bré de Rees ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est un Gm
3
-bré sur le plan projetif pour l'ation de
Gm
3
héritée de l'ation par translation sur l'espae ane A3. L'ation de la diagonale de Gm
3
,
∆(G3m) est triviale (où ∆(G
3
m) est l'image du morphisme Gm →֒ G3m donné par t 7→ (t, t, t)).
Sur haque ouvert ane Uk, on a une ation de Gm ×Gm qui est le quotient non anonique
G3m/∆(G
3
m). Cette ation, restreinte aux ouverts standard, orrespond à l'ation de Gm×Gm
que l'on a dérite sur les brés de Rees assoiés à deux ltrations sur les ouverts anes. L'ation
de Gm
3
sur A3 est donnée par :
k[u0, u1, u2]→ k[u0, u1, u2]⊗ k[t0, t−10 , t1, t−11 , t2, t−12 ]
ui 7→ ui ⊗ ti, où i ∈ {0, 1, 2}.
Elle induit, sur U0 = Spek[
u1
u0
, u2u0 ] par exemple, l'ation deGm×Gm = Spe k[ t1t0 , t2t0 , t1t0
−1
, t2t0
−1
] :
k[u1u0 ,
u2
u0
]→ k[u1u0 , u2u0 ]⊗ k[ t1t0 , t2t0 , t1t0
−1
, t2t0
−1
]
ui
u0
7→ uiu0 ⊗ tit0 , où i ∈ {1, 2}.
Le quotient Gm ×Gm de G3m vient du morphisme :
k[t0, t
−1
0 , t1, t
−1
1 , t2, t
−1
2 ]→ k[t0, t−10 , t1, t−11 , t2, t−12 ]⊗ k[t, t−1]
ti 7→ ti ⊗ t et t−1i 7→ t−1i ⊗ t−1.
Posons T = G3m/∆(G
3
m), nous avons montré que
45
Proposition 16. Le bré de Rees sur P2 assoié à un espae vetoriel muni de trois ltrations
exhaustives et déroissantes (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ), ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est un T-bré pour l'ation de
T par translation sur P2.
Exemple : Revenons à l'exemple des brés en droite de Rees ξr,p,q
P2
. Dérivons l'ation de T
sur un des ouverts standards, U0 par exemple. Soit w un veteur qui engendre l'espae l-
tré et s une setion équivariante sur U0 telle que s(1) = w. Alors pour tout (u1, u2) ∈ A2,
s(u1, u2) = u
−p
1 u
−q
2 w. p et q sont les aratères de l'ation restreinte au plan ane.
2.6.2 Restritions des brés de Rees aux droites standards
La onstrution du bré de Rees étant symétrique par rapport aux trois ltrations, il sut
de dérire la restrition du bré à l' une des droites standards. Nous étudions ii la restrition
à la droite P10 qui orrespond aux ples apportés par la ltration F
•
0 .
Proposition 17. La restrition du bré de Rees peut être dérite en terme de bré de Rees sur
P1 (f annexe A), en eet,
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )
∼= ⊕rξP1(GrrF•0 , F
•
1 ind, F
•
2 ind)⊗OP1(−r),
où F •1 ind et F
•
2 ind sont les ltrations induites par F
•
1 et F
•
2 sur l'espae gradué assoié à la
première ltration.
2.6.3 Résolution par des brés sindés
On montre que l'on peut trouver une résolution de tout brés de Rees par des brés
somme de brés en droite (des ξr,p,q
P2
). La résolution n'est pas a priori nie et les termes de la
résolution d'un bré de Rees assoié à des ltrations opposées ne proviennent pas forément de
ltrations opposées.
Proposition 18. Soit ξ un T-bré équivariant sur P2. Il existe alors un résolution par des
T-brés sindés ξi, i ≥ 0 :
... ξ1 ξ0 ξ 0.
Preuve: Nous allons montrer l'assertion plus générale :
Soit X une variété projetive lisse munie de l' ation plate d'un tore T, σ, et soit F un
faiseau de OX -modules T-équivariant, alors il existe une résolution de F par des brés sindés
T-équivariants.
Notons OX(1) le bré ample de X . D'après [H℄, il existe n0 tel que pour tout n ≥ n0
F(n) = F ⊗OX(n) soit engendré par ses setions. D'où
H0(X,F(n))⊗OX F(n) 0.
C'est un morphisme équivariant de faiseaux ohérents équivariants. En eet, notons
par p la projetion de X sur le point ∗. Les fonteurs p∗ et p∗ sont adjoints de la atégorie
des T-faiseaux ohérents sur X vers la atégorie des T-faiseaux ohérents sur le point i.e.
des espaes vetoriels munis de l'ation du tore. Le morphisme exhibé est don l' adjoint du
morhisme id par
HomT,X(p
∗V,W ) = HomT,∗(V, p∗W ),
où V = p∗F(n) et W = F(n).
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Don le tore T opère sur l' espae vetoriel H0(X,F(n)). L' ation se déompose don
suivant les aratères χ :
H0(X,F(n)) = ⊕i∈χLi,
où le tore agit sur Li par le aratère χ. D'où le morphisme équivariant surjetif qui permet de
dénir ξ0 somme de brés en droites équivariants,
⊕i∈χ((ξpi,qi,riP2 )dimCLi)⊗OX(−n) F 0.
Le noyau de e morphisme est un faiseau ohérent équivariant sans torsion, on peut don par la
même méthode trouver une èhe surjetive équivariante qui permet de dénir ξ1. On ontinue
ainsi pour trouver la résolution voulue.

2.6.4 Etude du bré de Rees
Cette partie est préparatoire à la setion dans laquelle on alule le aratère de Chern.
L'idée générale est d'essayer de ramener l'étude du bré à elle de brés sindés, somme de
brés en droite de Rees de type ξr,p,q
P2
. Pour ela on sépare les ltrations de façon à n'avoir à
sinder que deux ltrations simultanément, e qui est toujours possible.
L'étude du bré de Rees assoié à un espae vetoriel muni de trois ltrations (dérois-
santes et exhaustives) et de ses invariants va nous permettre de déeler à quel point les ltrations
sont loins d'être dans la position la plus simple, elle où elles sont simultanéement sindées.
Rappelons que les trois ltrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) sont simultanéement sindées s'il existe des
sous-espaes vetoriels V p,q,r tels que :
V = ⊕p,q,rV p,q,r (où la somme est nie) et

F r0 = ⊕{(p′,q′,r′)|r′≤r} V p
′,q′,r′ ,
F p1 = ⊕{(p′,q′,r′)|p′≤p} V p
′,q′,r′ ,
F q2 = ⊕{(p′,q′,r′)|q′≤q} V p
′,q′,r′.
.
Lemme 24. Soit V un espae vetoriel muni de trois ltrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) simultanéement
sindées et de sindement V = ⊕p,q,rV p,q,r. Alors :
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) = ⊕p,q,rξP2(V p,q,r, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•).
Preuve: Il sut d'érire que (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) = ⊕p,q,r(V p,q,r, F •0 ind, F •1 ind, F •2 ind) et que sur
haque "blo" V p,q,r, F •i ind est une ltration de niveau 1, 'est à dire qu'il existe ki tel que
F kii ind = V
p,q,r
et F kii ind = {0}. Sur V p,q,r on a ki = p. Et F •i ind est don une ltration triviale
déalée DecpTriv•. On applique ensuite le lemme 23 p.44.

Nous n'avons pas de moyens, pour étudier le bré de Rees assoié à trois ltrations
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), d'érire des suites exates en le sindant par l'une des ltrations pour faire
apparaître des brés de rang plus bas onstruits à partir de ltrations qui sont en positions
plus simples (on pense ii à la ltration par le poids pour une struture de Hodge mixte et
aux strutures pures sur haun des gradués par le poids). Cei vient du fait que, omme on
l'a vu plus haut dans la setion sur les ltrations, si l'on peut toujours sinder deux ltrations
simultanément, e n'est pas en général possible pour trois ltrations. Pour pouvoir étudier
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) on va lui assoier un bré que l'on pourra démonter suivant les sous-espaes
assoiés aux diérentes ltrations.
Elatons P2 en (0 : 0 : 1), on notera e : P˜2 → P2 le morphisme orrespondant à
l'élatement et E = e−1(0) le diviseur exeptionnel. L'élatement est dérit dans l'ouvert
U0 = A
2
12 = Spe k[u, v] par les morphismes ei : SpeBi → SpeA où i ∈ {1, 2} orrespondants
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aux morphismes d'anneaux suivants (on note les morphismes d'anneaux de la même façon) :
e0 : A = k[u, v] → B0 = k[x, y] tel que e0(u, v) = (uv, v) et e1 : A = k[u, v] → B1 = k[z, t] tel
que e0(u, v) = (u, uv). SpeBi est noté U
i
0. On fait la onstrution du bré de Rees sur SpeBi
assoiée au Bi-module R
2(V, F •i , T riv
•).
Remarque : Sur l'ordre des ltrations. Le but du travail sur le bré ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est de
onnaître les positions relatives des ltrations dans le as où l'espae vetoriel triltré est un
struture de Hodge mixte. Dans e as, on prendra F •0 = (W•)
•
la ltration roissante assoiée
à la ltration par le poids, et F •1 = F
•
, F •2 = F
•
la ltration de Hodge et sa onjuguée par
rapport à la struture réelle sous-jaente. On va s'intéresser aux quotients par la ltration par
le poids qui sont des strutures de Hodge pures. C'est pourquoi dans la onstrution du bré
assoié à ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), on distingue F
•
0 pour pouvoir quotienter par des sous-espaes ve-
toriels assoiés à ette ltration alors que les trois ltrations jouent des rles symétriques dans
la onstrution du bré de Rees.
Proposition-Denition 2. On peut utiliser les trivialisations loales des brés de Rees as-
soiés aux paires de ltrations sur les quatre plans anes qui reouvrent P˜2 pour obtenir un
bré vetoriel unique à isomorphisme prés. Il sera appelé le bré vetoriel sur P˜2 assoié à
ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), il sera noté ξP˜2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•).
Preuve: La preuve est la même que pour la onstrution de ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), on trivialise
loalement sur les quatre ouverts par l'intermédiaire des isomorphismes αi exhibés plus haut
e qui permet d'avoir automatiquement les onditions de oyles et d'utiliser de reoller.

Lemme 25. Soit (Vi, F
•
0 i, F
•
1 i, F
•
2 i) une famille nie d'espaes vetoriels munis de trois ltra-
tions, alors :
ξ
P˜2
(⊕i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•)) ∼= ⊕iξP˜2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•).
ξ
P˜2
(⊗i(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•)) ∼= ⊗iξP˜2(Vi, F •0 i, F •1 i, F •2 i, T riv•).
Preuve: La preuve est similaire à elle du lemme 14.

Dérivons le bré e∗ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ). Il sut de se plaer dans la arte U0, des oor-
données (u, v) dérites préédemmemt. Dans la diretion de la oordonnée uv, le bré image
inverse du bré est le bré de Rees sur un ane assoié aux ltrations F •1 et G
•
où G• est la
ltration assoiée à F •1 et F
•
2 et dénie par
Gr =
∑
p+q≥r
F p1 ∩ F q2 .
Cette ltration est appelée la onvolée de F •1 et F
•
2 suivant [Ste-Zu℄.
Dénition 29. Une ltration déroissante et exhaustive F • est dite positive si le plus petit
entier p tel que F k = V pour tout k ≤ p est positif ou nul. Il est équivalent de dire qu'il existe
un morphisme d'objets ltrés de (V, T riv•) vers (V, F •).
La ltration G• est don positive. Les brés ainsi dénis sont liés par le lemme suivant :
Lemme 26. Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) un espae vetoriel muni de trois ltrations. Si F
•
1 et F
•
2 sont
positives on a un morphisme injetif de ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) vers e∗ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ).
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Preuve: La ltration G• est positive don il existe un morphisme d'objets ltrés de (V, T riv•)
vers (V,G•). On en déduit l'existene d'un morphisme de ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) vers
e∗ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ). Ce morphisme est un isomorphisme sur un ouvert don est injetif.

En terme de oordonnées, sur haun des ouverts de P˜2, on a la desription qui suit :
notons U ′1
∼= U1 et U ′2 ∼= U2 les images inverses de U1 et U2 par e. Sur les ouverts U ′1 et U ′2 il n'y
a rien à montrer. Tout se passe au dessus de la arte U0 dans P
2
(rappelons qu'un reouvrement
ane de e−1(U0) est donné par U
0
0 et U
1
0 ). Comme on l'a vu plus haut, pour un A-module M
et un morphisme d'anneaux A→ B, on a f∗(M˜) ∼= M˜ ⊗A B. Par exatitude de ∼ il sut don
de montrer qu'on a une èhe de Bi-modules RR(V, F
•
i , T riv
•) → RR(V, F •i , F •2 ) ⊗A Bi pour
i ∈ {1, 2} injetive. Il sut de le montrer pour i = 1.
RR(V, F •1 , F
•
2 )⊗A B1 est engendré par les éléments de la forme u−p.v−q.ap,q ⊗A P (x, y)
où P ∈ B1 et ap,q ∈ F p1 ∩ F q2 , or u−p.v−q.ap,q ⊗A P (x, y) = ap,q ⊗A e1(u−p).e1(v−q).P (x, y) =
ap,q ⊗A (x.y)−p.y−q.P (x, y) = ap,q ⊗A x−p.y−p−q.P (x, y). Prenons omme èhe le morphisme
injetif : R2(V, F •1 , T riv
•)→ R2(V, F •1 , F •2 )⊗AB1 donnée par x−p.ap 7→ ap⊗A x−p où ap ∈ F p1 .
Remarque : Lorsque le bré sera assoié à une struture de Hodge F •1 = F
•
et F •2 = F
•
et les
ltrations au rang p sont données par des p-formes et sont don positives. Notons F le faiseau
quotient de e∗ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) par ξP˜2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•), on a la suite exate :
0→ ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)→ e∗ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )→ F → 0.
La onstrution de ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) est légitimée par le lemme suivant. Il permet de
onstruire des suites exates de brés sur P˜2 assoiés aux sous-espaes et espaes quotients de la
ltration F •0 et don de réduire l'étude de ξP˜2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) puis de ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )
à elle des brés de Rees qui sont des sommes diretes de brés en droite et don de aluler
les invariants topologiques du bré de Rees assoié à trois ltrations.
Lemme 27. Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) un espae vetoriel muni de trois ltrations exhaustives
et déroissantes, si V ′ est un sous-espae vetoriel de V donné par un des termes de la ltration
F •0 (i.e. il existe p tel que V
′ = F p0 ), alors, en notant par des
′
les sous-objets et les ltrations
induites sur V ′ et par des ′′ les objets quotients et les ltrations quotient sur V ′′ = V/V ′, on a
la suite exate :
0→ ξ
P˜2
(V ′, F ′
•
0, F
′•
1, F
′•
2, T riv
•)→ ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)→ ξ
P˜2
(V ′′, F ′′
•
0, F
′′•
1, F
′′•
2, T riv
•)→ 0.
Preuve: La suite est évidement exate sur haun des quatre ouverts anes derits plus haut.
Le reollement est rendu possible par le fait que sur haque intersetion triple deux ltrations
diérentes sont en jeu et don toutes les trivialisations sont ompatibles.

Remarque : L'idée donnée dans la démonstration du lemme nous donne même un résul-
tat plus fort : tous les quotients de (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) gradués par F •0 forment des sous-brés
de ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) et leurs quotients sont de même des sous-brés.
Le lemme suivant est l'analogue du lemme 24 p.47 :
Lemme 28. Soit V un espae vetoriel muni de trois ltrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) sindées. Alors :
ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•) = ⊕p,qξP˜2(V p,q, DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•).
Preuve: La preuve se alque sur elle du lemme 24.

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2.7 Calul expliite du aratère de Chern des brés de Rees
Le but de ette setion est de aluler le aratère de Chern du bré ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) as-
soié à un espae vetoriel triltré (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) ∈ C3filtr an de voir en quoi e bré dière du
bré trivial obtenu pour la onstrution assoiée ave trois ltrations simultanéement sindées
provenant des gradués donnés par les trois ltrations. Pour elà, on utilise la déomposition de la
setion préédente pour aluler les aratères de Chern h(F) et h(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)).
Notons D˜i la transformée strite dans P˜2 de Di donnée par l'appliation de l'élatement
e, et E le diviseur exeptionnel.
Proposition 19. Le alul du aratère de Chern h(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) peut toujours se
ramener au alul des aratères de Chern h(ξ
P˜2
(k,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•))
pour (r, p, q) ∈ Z3. De plus, en notant ηD ∈ H2(P˜2,Z) = Z le dual de Poinaré du diviseur D
et w˜4 une forme qui engendre H4(P˜2,Z) = Z :
h(ξ
P˜2
(k,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) = 1+ rηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 +
1
2 (r
2 +2rp+
2rq)w˜4 On a ainsi la relation :
h(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) = dimkV +
∑
p,q,r δp,q,r.(rηD˜0+pηD˜1+qηD˜2+
1
2 (r
2+2rp+2rq)w˜4)
où δp,q,r = dimkGr
q
F•2
GrpF•1
GrrF•0
V .
Avant de démontrer ette proposition, établissons le lemme suivant :
Lemme 29.
ξP2(k,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•) ∼= OP2(rD0 + pD1 + qD2).
c1(ξP2(k,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)) = rηD0 + pηD1 + qηD2 .
ξ
P˜2
(k,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•) ∼= O
P˜2
(rD˜0 + pD˜1 + qD˜2).
c1(ξP˜2(k,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) = rηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 .
Preuve: La première assertion a été démontrée dans l'exemple qui suit la proposition-denition
1 p.43. Pour distinguer plus bas leurs transformées strites dans l'élaté P˜2 de P2, on garde les
notations des Di bien que tous soient homologues dans P
2
et dénissent des brés isomorphes.
D'après [G-H℄ par exemple, sur une variété ompate omplexe M , la lasse de Chern d'un
bré en droite de la forme OM (D) pour D ∈ Div(M) est donnée par c1(OM (D)) = ηD où
ηD ∈ H2DR(M) est le dual de Poinaré de D. Ainsi :
c1(ξP2(V,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)) = r.ηD0 + p.ηD1 + q.ηD2 .
Le bré en droites ξ
P˜2
(k,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) sur P˜2 est de la
forme O
P˜2
(D) pour [D] ∈ Pi(P˜2) = Z ⊕ Z. Un alul analogue à elui fait dans l'exemple
préité montre l'égalité D = rD˜0 + pD˜1 + qD˜2 et don :
c1(ξP˜2(k,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) = rηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 .

Démontrons la proposition :
Preuve: Démontrons la première assertion. On notera toujours par Triv• la ltration triviale
induite par la ltration triviale sur des sous-espaes ou des espaes quotients de V . Soit V un
espae vetoriel muni de trois ltrations opposées (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ). Rappelons que pour une suite
exate de faiseaux ohérents de la forme 0 → G′ → G → G′′ → 0 la relation suivante est
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vériée : h(G) = h(G′) + h(G′′). Ainsi en ltrant V par F •0 et d'après la suite exate exhibée
dans le lemme 27 :
h(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) =
∑
r
h(ξ
P˜2
(GrrF•0 V, F
•
0,indn , F
•
1,indr , F
•
2,indr, T riv
•)).
Comme F •0,indr est de longueur 1 sur Gr
r
F•0
V 'est la ltration déalée de r par rapport
à la ltration triviale, don :
h(ξ
P˜2
(GrrF•0
V, F •0,indr , F
•
1,indr
, F •2,indr , T riv
•)) =
h(ξ
P˜2
(GrrF•0 V,Dec
rTriv•, F •1,indr , F
•
2,indr, T riv
•)).
Pour tout r, ltrons GrrF•0
par la ltration induite par F •1,indr sur et espae. Il vient
alors :
h(ξ
P˜2
(GrrF•0
V,DecrTriv•, F •1,indr , F
•
2,indr, T riv
•)) =∑
p h(ξP˜2(Gr
p
F•1,indr
GrrF•0
V,DecrTriv•, F •1,indr,indp , F
•
2,indr ,indp
, T riv•)).
Or F •1,indr ,indp est de longueur 1 sur Gr
p
F•1,indr
GrrF•0 V = Gr
p
F•1
GrrF•0 V , ainsi :
h(ξ
P˜2
(GrpF•1,indr
GrrF•0 V,Dec
rTriv•, F •1,indr,indp , F
•
2,indr ,indp
, T riv•)) =
h(ξ
P˜2
(GrpF•1
GrrF•0
V,DecrTriv•, DecpTriv•, F •2,indr ,indp , T riv
•)).
Le même argument appliqué à la dernière ltration permet de montrer que :
h(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) =∑
p,q,r h(ξP˜2(Gr
q
F•2
GrpF•1
GrrF•0
V,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)).
Puis nalement que :
h(ξ
P˜2
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) =∑
p,q,r dimk(Gr
q
F•2
GrpF•1
GrrF•0
V ). h(ξ
P˜2
(k,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)).
Ce qui démontre la première assertion.
La deuxième déoule du lemme préédent. Pour un bré en droite L, on a la relation h(L) =
exp(c1(L)) 'est à dire sur une surfae : h(L) = 1+c1(L)+ 12 c1(L)2. Les produits d'intersetion
dans P2 sont donnés par D˜20 = 1, D˜
2
1 = 0, D˜
2
2 = 0, E
2 = −1 et D˜0.D˜1 = 1, D˜0.D˜2 = 1, E.D˜1 =
1, E.D˜2 = 1, D˜1.D˜2 = 0. D'où :
h(ξ
P˜2
(k,DecrTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•, T riv•)) =
1 + rηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 +
1
2 (r
2 + 2rp+ 2rq)w˜4.

Reste à déterminer h(F). L'idée pour le faire est de voir que F ne dépend pas de la
ltration F •0 . En eet le support de F est dans l'élaté de la arte ane U0 et F peut être
déterminé par les restritions des faiseaux ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) et ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) à l'élaté de
et ouvert ane. Or es restritions sont onstruites à partir uniquement des ltrations F •1 , F
•
2
et Triv• et ne dépendent pas de la ltration F •0 . Don on peut érire une suite exate ourte :
0→ ξ
P˜2
(V, F •, F •1 , F
•
2 , T riv
•)→ e∗ξP2(V, F •, F •1 , F •2 )→ F → 0
pour n'importe quelle ltration exhaustive déroissante F • de V ave le même faiseau F . Ainsi,
on va hoisir une ltration F • telle que h(ξP2(V, F
•, F •1 , F
•
2 )) soit failement alulable. Pour
ela il faut qu'il y ait un sindement ommun de V par les trois ltrations F •, F •1 et F
•
2 e
qui est toujours le as lorsqu'il n'y a que deux ltrations, omme dans le as où F • = F •1 ou
F • = F •2 par exemple.
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Proposition 20. Le aratère de Chern de F est h(F) = 12 (p+ q)2w˜4.
Preuve: On a le hoix sur F • pour eetuer le alul. Celui-i est failité si l'on prend par
exemple F • = F •1 .
La suite exate ourte de faiseaux expliitée plus haut nous donne :
h(F) = h(e∗ξP2(V, F •1 , F •1 , F •2 ))− h(ξP˜2(V, F •1 , F •1 , F •2 , T riv•)).
D'après la proposition préédente, en posant δp,q = dimkGr
q
F•2
GrpF•1
V :
h(ξ
P˜2
(V, F •1 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•)) = dimkV +
∑
p,q δp,q.(pηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 +
1
2 (p
2 + 2p2 +
2pq)w).
D'un isomorphisme V ∼= GrqF•2 Gr
p
F•1
V (rappelons qu'il en existe toujours un) et du lemme 14
on tire :
ξP2(V, F
•
1 , F
•
1 , F
•
2 )
∼= ξP2(⊕p,qGrqF•2 Gr
p
F•1
V,⊕p,qDecpTriv•p,q,⊕p,qDecpTriv•p,q,⊕p,qDecqTriv•p,q)
∼= ⊕p,qξP2(k,DecpTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)dimkGr
q
F•2
Grp
F•1
V
.
Don, si l'on note w4 le générateur de H4(P2,Z) tel que e∗(w4) = w˜4 :
h(e∗ξP2(V, F
•
1 , F
•
1 , F
•
2 ))
= e∗h(ξP2(V, F
•
1 , F
•
1 , F
•
2 ))
= e∗h(⊕p,qξP2(k,DecpTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•)dimkGr
q
F•
2
Grp
F•
1
V
)
= e∗(dimkV +
∑
p,q
δp,q(pηD0 + pηD1 + qηD2 +
1
2
(p2 + p2 + q2 + 2(p2 + pq + pq))w4)
= dimkV +
∑
p,q
δp,q(pηD˜0 + pηD˜1 + qηD˜2 +
1
2
(p2 + p2 + q2 + 2(p2 + pq + pq))w˜4).
D'après la formule : h(ξP2 (k,Dec
rTriv•, DecpTriv•, DecqTriv•) = 1 + rηD0 + pηD1 + qηD2
+ 12 (r
2 + p2 + q2 + 2(rp+ rq + pq))w4).
Ainsi :
h(F) = 1
2
∑
p,q
δp,q(p+ q)
2w˜4.

Finalement, le aratère de Chern du bré ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) est donnée par :
Proposition 21. h(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) = dimkV
+
∑
p,q,r
[
(dimkGr
q
F•2
GrpF•1
GrrF•0 V ).
(
(r + p+ q)w2 +
1
2
(r2 + 2rp+ 2rq)w4
)]
+
∑
p,q
[
(dimkGr
q
F•2
GrpF•1
V ).(
1
2
(p+ q)2w4)
]
Preuve: C'est une onséquene direte du alul de h(F) et de h ξ
P˜2
(V, F •1 , F
•
1 , F
•
2 , T riv
•).

Nous allons eetuer e alul dans le as qui nous intéressera par la suite 'est à dire
elui où les trois ltrations sont opposées. Soit V un espae vetoriel muni de trois ltrations
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(F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) exhaustives,nies et déroissantes. On rappelle que es ltrations sont dites op-
posées si GrpF•1
GrqF•2
GrnF•0
= 0 pour p + q + n 6= 0. On note C3filtr,opp la atégorie des espaes
vetoriels munis de trois ltrations déroissantes, exhaustives et opposées munie des morphismes
ompatibles aux ltrations.
Corollaire 7. Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) ∈ C3filtr,opp alors :
h(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) = dimkV
+ 12
∑
p,q
[
dimkGr
q
F•2
GrpF•1
V −dimkGrqF•2 Gr
p
F•1
Gr−p−qF•0
V
]
.(p+q)2.w4.
Preuve: On applique la formule de la proposition préédente. Tous les oeients sont nuls si
p+ q + n 6= 0.

Remarque : Lorsque (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) sont trois ltrations opposées sur V , on a :
1(ξP2 (V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )) = −h1(ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )) = 0.
2.8 Suites exates de faiseaux assoiées aux suites exates d'espaes
triltrés
Considérons une suite exate ourte dans la atégorie abélienne des espaes vetoriels
munis de trois ltrations opposées C3filtr,opp :
0→ (V ′, F •0 ′, F •1 ′, F •2 ′)→ (V, F •0 , F •1 , F •2 )→ (V ′′, F •0 ′′, F •1 ′′, F •2 ′′)→ 0
et son image par la onstrution des modules de Rees assoiés :
0→ R3(V ′, F •0 ′, F •1 ′, F •2 ′)→ R3(V, F •0 , F •1 , F •2 )→ R3(V ′′, F •0 ′′, F •1 ′′, F •2 ′′)→ 0
ou de façon équivalente son image par le fonteur qui à tout k[u, v, w]-module gradué ni assoie
un faiseau ohérent sur P2 :
0→ ξP2(V ′, F •0 ′, F •1 ′, F •2 ′)→ ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )→ ξP2(V ′′, F •0 ′′, F •1 ′′, F •2 ′′)→ 0
que nous noterons pour simplier :
0→ ξ′ → ξ → ξ′′ → 0.
Cette suite n'est pas exate en général, mais on a seulement la suite exate :
0→ ξ′ → ξ → ξ′′.
Notons (ξ/ξ′)faisc le quotient faiseautique des brés ξ et ξ′ qui s'insrit dans la suite exate
ourte 0 → ξ′ → ξ → ξ/ξ′ → 0. D'après l'étude de la setion 2.3 p.19 sur les suite exates de
faiseaux réexifs (i.e. de brés ar on est sur une surfae), on a le diagramme ommutatif dans
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lequel toutes les suites sont exates
0
0 ξ′ ξ (ξ/ξ′)faisc 0
ξ′′
S
0
Les aratéristiques de Chern des brés de Rees assoiés aux espaes vetoriels triltrés
qui forment la suite exate verient ainsi l'égalité
h(ξP2(V
′, F •0
′, F •1
′, F •2
′)) + h(ξP2(V
′′, F •0
′′, F •1
′′, F •2
′′)) = h(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )) + h(S).
Proposition 22. Si (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ), (V
′, F •0
′, F •1
′, F •2
′) et (V ′′, F •0
′′, F •1
′′, F •2
′′)) sont des élé-
ments de C3filtr,opp, alors
h2(ξP2(V
′, F •0
′, F •1
′, F •2
′)) + h2(ξP2(V
′′, F •0
′′, F •1
′′, F •2
′′)) ≤ h2(ξP2 (V, F •0 , F •1 , F •2 )).
La preuve de ette proposition se déduit de l'étude du signe de h2(S) faite dans le lemme
i-dessous.
Lemme 30.
h2(S) ≥ 0.
Preuve: (du lemme) Il faut prouver que si F est un faiseau ohérent sans torsion et si S est le
onoyau du morphisme anonique ν : F → F∗∗ (qui est injetif ar F est sans torsion), alors
h2(S) ≤ 0, ou de façon équivalente, puisque h1(S) = 0, 2(S) ≤ 0.

La suite
0→ ξP2(V ′, F •0 ′, F •1 ′, F •2 ′)→ ξP2(V ′, F •0 , F •1 , F •2 )→ ξP2(V ′′, F •0 ′′, F •1 ′′, F •2 ′′)→ 0
est en fait exate dans la atégorie des brés vetoriels dans le sens où ξP2(V
′′, F •0
′′, F •1
′′, F •2
′′) est
le onoyau de ξP2(V
′, F •0
′, F •1
′, F •2
′)→ ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 ) dans la atégorie des brés vetoriels
obtenu en prenant le bidual du onoyau faiseautique ((ξ/ξ′)faisc)∗∗, omme on l'a vu dans la
démonstration du théorème 2.3.2 p.28.
Remarque : D'après la remarque qui suit le orollaire 7 p.53, omme le h1 de haun des
brés est nul pare que les ltrations sont opposées, la proposition peut s'érire
2(ξP2(V
′, F •0
′, F •1
′, F •2
′)) + 2(ξP2(V
′′, F •0
′′, F •1
′′, F •2
′′)) ≤ 2(ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )).
Corollaire 8. Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) ∈ C3filtr,opp. Alors
2(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )) ≥ 0.
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Preuve: Coupons V par l'une de ses trois ltrations, F •0 par exemple de façon à avoir une
suite exate dans C3filtr,opp de la forme
0→ (F p0 V, F •0 inj , F •1 inj , F •2 inj)→ (V, F •0 , F •1 , F •2 )→ (V/F p0 V, F •0 ind, F •1 ind, F •2 ind)→ 0.
D'après la proposition préédente, on a l'inégalité
2(ξP2(F
p
0 V, F
•
0 inj , F
•
1 inj , F
•
2 inj))+2(ξP2(V/F
p
0 V, F
•
0 ind, F
•
1 ind, F
•
2 ind)) ≤ 2(ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 ).
On peut à nouveau minorer les deux termes de gauhe en oupant les deux ltrations obtenus à
partir de la première. Comme ette ltration est exhaustive en oupant un nombre ni de fois,
on peut arriver à e que les ltrations soit de longueur 1 i.e. triviales. La ltration triviale se
sinde évidemment simultanéement ave les deux autres ltrations, les brés obtenus sont don
tous triviaux, don de deuxième lasse de Chern nulle. D'où l'inégalité.

Exemple : Donnons un exemple sur un espae vetoriel V =< e, f > sur k de dimension 2.
On dénit les ltrations (déroissantes et exhaustives) par
• F−20 = V , F−10 = F 00 =< e > et F 10 = {0}.
• F 01 = V , F 11 =< f + λ.e > et F 21 = {0} où λ ∈ k.
• F 02 = V , F 12 =< f + κ.e > et F 22 = {0} où κ ∈ k.
On vérie alors que es trois ltrations sont opposées sur V et que
• dimkGrqF•2 Gr
p
F•1
Gr−p−qF•0
V =

1 si p = q = 1
1 si p = q = 0
0 sinon ,
si λ = κ,
• dimkGrqF•2 Gr
p
F•1
V =

1 si p = q = 1
1 si p = q = 0
0 sinon ,
et si λ 6= κ,
• dimkGrqF•2 Gr
p
F•1
V =

1 si p = 0, q = 1
1 si p = 1, q = 0
0 sinon .
D'où le alul de la deuxième lasse de Chern
2(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )) =
∣∣∣∣ 0 si λ = κ1 si λ 6= κ.
On observe que sur l'espae des ongurations des ltrations de et exemple, k2 (le hoix de
(λ, κ) ∈ k2), la lasse de Chern du bré est génériquement 1 et qu'elle est zéro lorsque qu'on
peut sinder simultanéement les ltrations, i.e. sur la strate fermée d'équation λ = κ.
2.9 P
1
-semistabilité et µ-semistabilité
La donnée ltrations opposées pour les espaes vetoriels triltrés se traduit pour les
brés de Rees par une ondition de semistabilité que nous allons expliiter dans ette setion.
Rappelons que la propriété que les trois ltrations de l'espae vetoriel V , F •0 , F
•
1 et F
•
2 soient
opposées est équivalente au fait que pour tout n ∈ Z, F •1 et F •2 induisent des ltrations n-
opposées sur Gr−nF•0
. La ondition de semistabilité des brés de Rees assoiée aux ltrations
opposées est une semistabilité de la restrition du bré au diviseur qui orrespond à la ltration
F •0 , droite que nous noterons P
1
0. Notons j le morphisme
j : P10 →֒ P2.
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Dénition 30. Un bré F sur P2 est dit P10-semistable si pour tout sous-faiseau ohérent E
sur P10 tel que E ⊂ j∗F on a
µ(E) ≤ µ(j∗F).
Comme j∗ induit un isomorphisme de H2(P2,Z) vers H2(P10,Z) on a pour tout faiseau
ohérent F sur P2, 1(j∗F) = j∗1(F) et don,
P10-semistable ⇒ µ-semistable .
Rappelons (f [G1℄) que tout bré F sur P1 se déompose de manière unique à l'ordre
des termes près en somme de brés en droite F ∼= ⊕iOP1(ai)pi . Un tel bré est don semistable
seulement si tous les poids ai de la déomposition sont les mêmes.
Proposition 23. Les brés de Rees assoiés à des ltrations opposées sont P10-semistables.
Preuve: Soit F = ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )) un tel bré. Il sut de montrer que F ∼= OP1(a)rangF .
Ce qui est immédiat par la proposition 17 ar la restrition est alors isomorphe à un bré de
Rees sur P1 qui est trivial don semistable puisque F •1 et F
•
2 induisent des ltration r-opposées
sur GrrF•0
.

On en déduit, d'après la relation d'ordre entre semistabilités donnée au dessus, les brés
de Rees assoiés à des ltrations opposées sont µ-semistable.
On peut aussi démontrer diretement la µ-semistabilité des brés de Rees assoiés à
des ltrations opposées diretement sans passer par la proposition préédente qui utilise la
proposition 17.
Rappelons que sur toute variété lisse projetive X , si F est un faiseau ohérent de pure
dimension dimk(X) alors il existe un sous-faiseau ohérent de F , Emax tel que pour tout sous-
faiseau ohérent E de F , µ(E) ≤ µ(Emax) et en as d'égalité E ⊂ Emax. Le faiseau Emax est
appelé le sous-faiseau déstabilisant maximal de F .
Proposition 24. Les brés de Rees assoiés aux espaes vetoriels triltrés dont les ltrations
sont opposées sont µ-semistables de degré 0.
Preuve: Soit F = ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )) le bré de Rees assoié à l'espae vetoriel muni de trois
ltrations opposées (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 )). Par le alul du aratère de Chern fait au dessus, nous
savons que F est de degré 0.
Pour montrer que F est µ-semistable nous allons proéder en deux étapes. D'abord nous
allons démontrer qu'il est µ-semistable dans la atégorie des T-faiseaux équivariants i.e. que
tout sous-faiseau T-équivariant a un degré inferieur à zéro. Nous montrerons ensuite que le
faiseau déstabilisant peut être muni d'une ation de T e qui permettra de onlure.
Soit E un sous-faiseau ohérent T-équivariant de F . Alors la déomposition suivant les
aratères de l'ation du tore sur E est inluse dans la déomposition pour F , e qui prouve
que les ltrations assoiées à ette ation sur E sont opposées, et don que le degré de E est 0.
Soit Emax le sous-faiseau déstabilisant maximal de F . Montrons qu'il peut-être muni
d'une struture de T-faiseau telle que le morphisme
0 Emax F
soit un T-morphisme. Considérons pour tout t ∈ T le morphisme
ft, gt : {t} ×P2 i T×P2
p2,σ
P2 ,
où pour f , la deuxième èhe est p2 et pour g, elle est σ. Alors pour tout t, f
∗
t Emax est
le sous-faiseau déstabilisant maximal de f∗t F (p2 orrespond à l'ation triviale). De même
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omme d'après [Hu-L℄, lemme 1.3.5, le sous-faiseau déstabilisant maximal est unique, don
g∗t Emax est le sous-faiseau déstabilisant maximal de g∗tF . Or F est un T-faiseau don si Ψ
est l'isomorphisme sur T×P2 entre l'image réiproque par le morphisme de l'ation et l'image
réiproque par le morphisme de projetion, il vient,
Ψt : g
∗
tF f∗t F .
Ce qui permet d'exhiber pour tout t ∈ T, par uniité du sous-faiseau déstabilisant maximal,
l'isomorphisme
Ψt|g∗t Emax : g∗t Emax f∗t Emax .
Emax est don un T-faiseau.
Tout sous-faiseau E de F vérie µ(E) ≤ µ(Emax) = 0 e qui permet de onlure.

Remarque : L'ation du tore l'ensemble des lasses d'isomorphismes de faiseaux ohérents
sans torsion xe par uniité la lasse d'isomorphisme du sous-faiseau déstabilisant maximal.
Pour montrer que le faiseau est muni d'une ation on utilise le fait queH2(T,Aut, d′aprs(Emax)) =
0([Dem-Gab℄).
2.10 Ditionnaire : Espaes vetoriels ltrés-Fibrés vetoriels
Dans ette setion nous rassemblons et omplétons les résultats des setions préédentes
an d'érire un ditionnaire entre les espaes vetoriels n-ltrés et les brés vetoriels. Nous
avons déjà établi à travers les propositions 13 p.40 et 14 p.41 des équivalenes de atégories
entre les atégories des espaes vetoriels ltrés ou biltrés munies des morphismes stritement
ompatibles aux ltrations et les atégories des brés Gm ou G
2
m-équivariants munies des
morphismes de brés vetoriels dont les onoyaux sont sans torsion.
Nous voulons établir e type d'équivalene entre vetoriels triltrés et brés vetoriels
sur P2. Rappelons que l'on note :
• Cnfiltr la atégorie des espaes vetoriels munis de n-ltrations exhaustives et déroissantes
et dont les morphismes sont les morphismes stritement ompatibles aux ltrations.
• Cnfiltr,scind la sous-atégorie pleine de Cnfiltr dont les objets sont les espaes vetoriels
n-ltrés dont les ltrations sont simultanéement sindées.
• C3filtr,opp la sous-atégorie pleine de C3filtr dont les objets sont les espaes vetoriels tri-
ltrés dont les ltrations sont opposées.
• C3filtr,opp,scind la sous-atégorie pleine de C3filtr,opp dont les objets sont les espaes veto-
riels triltrés dont les ltrations opposées sont simultanéement sindées.
On rappelle queT = G3m/∆(G
3
m) est le tore quotienté par la diagonale.P
2 = Proj[u0, u1, u2]
est xé et on note P10 le diviseur qui orrespond à Proj[u1, u2]. P est le point (1 : 0 : 0).
Théorème 2. La onstrution du bré de Rees sur P2 assoié à un espae vetoriel triltré
établit des équivalenes de atégories entre :
• La atégorie des espaes vetoriels de dimension nie munis de trois ltrations déroissantes
et exhaustives et des morphismes stritement ompatibles aux ltrations C3filtr est équivalente
à la atégorie des brés vetoriels sur le plan projetif P2 munis de l'ation héritée de l'ation
par translation sur A3\{(0, 0, 0)} de Gm3 dont la diagonale agit trivialement et des morphismes
équivariants de brés dont les singularités du onoyau sont en odimension 2, supportées aux
points (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : 0 : 1), Fib(P2/T) :
{C3filtr}
ΦR {Fib(P2/T)}
ΦI
.
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• La atégorie des espaes vetoriels de dimension nie munis de trois ltrations déroissantes,
exhaustives et simultanéement sindées et des morphismes stritement ompatibles aux ltra-
tions C3filtr,scind est équivalente à la atégorie des brés vetoriels sommes de brés en droite
sur le plan projetif P2 munis de l'ation héritée de l'ation par translation sur A3\{(0, 0, 0)} de
Gm
3
dont la diagonale agit trivialement et des morphismes équivariants de brés, Fibscind(P2/T) :
{C3filtr,scind}
ΦR {Fibscind(P2/T)}
ΦI
.
• La atégorie des espaes vetoriels de dimension nie munis de trois ltrations déroissantes,
exhaustives et opposées et des morphismes stritement ompatibles aux ltrations C3filtr,opp est
équivalente à la atégorie des brés vetoriels semistables de pente 0 sur le plan projetif P2
munis de l'ation héritée de l'ation par translation sur A3\{(0, 0, 0)} de Gm3 dont la diagonale
agit trivialement et des morphismes équivariants de brés dont les singularités du onoyau sont
en odimension 2, supportées au point P = (1 : 0 : 0), Fibµ−semistable,µ=0(P2/T) :
{C3filtr,opp}
ΦR {FibP10−semistable,µ=0(P2/T)}ΦI .
Preuve: •Montrons la première équivalene. Pour vérier que les fonteurs ΦR et ΦI établissent
une équivalene de atégorie, ommençons par prouver que ΨR est essentiellement surjetive.
Soit ξ un élément de Fib(P2/T). Les restritions de ξ aux ouverts anes standards Uk =
{(u0, u1, u2) ∈ P2|uk 6= 0} pour tout k ∈ {0, 1, 2} sont des brés vetoriels (Gm)2-équivariants,
noté ξk. D'après la proposition 14, haun de es brés ξk permet de dénir un ouple de
ltrations (F •k , G
•
k) sur le même espae vetoriel donné par la bre en (1 : 1 : 1) de ξ, V =
ξ(1:1:1). Comme l'ation sur ξk et ξk′ est la même sur les restritions de es brés à Uk ∩ Uk′
(ξk|Uk′ = ξk′ |Uk = ξ|Uk∩Uk′ ), les ltrations données par l'ation sur les brés restreints sont
les mêmes. Ainsi G•0 = F
•
1 , G
•
1 = F
•
2 et G
•
2 = F
•
0 . ξ est don isomorphe au bré obtenu en
reollant par l'ation les brés (Gm)
2
-équivariants sur les artes anes obtenus à partir des
ouples de ltrations, don par la proposition-dénition 1 p.43, ξ ∼= ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 ) omme
brés vetoriels sur le plan projetif puis de façon direte omme T-brés équivariants. D'où
l'essentielle surjetivité de ΦR.
Vérions que l'image d'un morphisme f entre deux objets (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) et (W,G
•
0, G
•
1, G
•
2)
dans C3filtr par ΦR est bien un morphisme dans Fib(P2/T). ΦR(f) est bien par onstrution
un morphisme T-équivariant. Reste à vérier que son onoyau est sans torsion. La question
est loale, plaçons-nous sur les ouverts anes standards Uk dérits plus haut, sur U0 par ex-
emple. Alors le onoyau de ΦR(f)|U0 est sans torsion ar e morphisme de brés vetoriels
Gm
2
-équivariants est l'image par le fonteur de Rees sur les espaes biltrés, déjà noté ΦR, du
morphisme stritement ompatible aux ltrations induit par f en oubliant la première ltra-
tion f˜ : (V, F •1 , F
•
2 )→ (W,G•1, G•2) dans C2filtr. Or la proposition 14 arme que le onoyau de
ΦR(f˜), isomorphe au onoyau de ΦR(f)|U0 , est sans torsion.
Reste à voir que le fonteur ΦR établit une orrespondane pleinement dèle. Soient
(V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) et (W,G
•
0, G
•
1, G
•
2) deux objets dans C3filtr . Soient f, f ′ deux éléments de
HomC3filtr ((V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ), (W,G
•
0, G
•
1, G
•
2)) tels que ΦR(f) = ΦR(f
′)
dans
HomFib(P2/T)(ΦR((V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )),ΦR((W,G
•
0, G
•
1, G
•
2))).
En se restreignant aux ouverts anes standards Uk, ΦR(f)|Uk = ΦR(f ′)|Uk signie d'après la
proposition 14 que les restritions de f et f ′ aux espaes vetoriels biltrés par oubli de la ltra-
tion F •k sont égales, ei sur les trois ouverts, e qui signie que f et f
′
oïnident sur haunes
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des ltrations, i.e. pour tout k ∈ {0, 1, 2} et tout p ∈ Z, f(F pk ) = f ′(F pk )) et don f et f ′ sont
égaux, d'où l'injetivité. Montrons la surjetivité. Soit g ∈ HomFib(P2/T)(ξ, ξ′)). Les restritions
gk aux ouverts anes Uk de g sont des morphismes (Gm)2-équivariants de (Gm)2-brés veto-
riels sur les ouverts anes dont le onoyau est sans torsion puisque g est sans torsion. Ainsi pour
tout k, gk ∈ HomFib(A2/(Gm)2)(ξ|Uk , ξ′|Uk) a un antéédent fk ∈ HomC2filtr (ΦI(ξ|Uk),ΦI(ξ′|Uk))
par la proposition 14. Les morphismes d'espaes vetoriels biltrés fk ont deux à deux une ltra-
tion en ommun, e qui permet de dénir un morphisme d'espae vetoriel triltré f qui oïnide
ave les fk lorsqu'il est restreint aux espaes biltrés. On a bien ΦR(f) = g e qui permet de
onlure. (On aurait pu aussi utiliser la proposition 13 appliquée aux brés Gm-équivariants
sur les intersetions deux à deux des ouverts standards Uk ∩ Uk′).
• Deuxième équivalene. L'image par ΦR d'un espae vetoriel triltré sindé est laire-
ment un bré équivariant sur le plan projetif somme direte de brés en droite équivariants.
Soit ξ ∈ Fibscind(P2/T). ξ est somme de brés en droite T-équivariants ξ = ⊕i∈I ξi. Par
l'équivalene préédente, il existe un espae vetoriel triltré (Vi, F
•
i 0, F
•
i 1, F
•
i 2) de dimension
1 tel que ξi ∼= ΦR((Vi, F •i 0, F •i 1, F •i 2)). Posons (V, F •0, F •1, F •2) = ⊕i∈I (Vi, F •i 0, F •i 1, F •i 2).
On alors, par le lemme 14 p.29 l'isomorphisme de brés équivariants sur le plan projetif
ξ ∼= ⊕i∈Iξi ∼= ⊕i∈IΦR((Vi, F •i 0, F •i 1, F •i 2)) ∼= ΦR(V, F •0, F •1, F •2) qui prouve l'essentielle sur-
jetivité de ΦR.
La délité de ΨR est immédiate. En eet, si f et f
′
sont deux morphismes d'espaes
vetoriels triltrés sindés tels que les morphismes de brés sommes de brés en droites équiv-
ariants ΦR(f) et ΦR(f
′) oïnident, alors f et f ′ sont égaux dans C3filtr, don dans C3filtr,scind.
Pour la surjetivité, on peut remarquer que si ξ et ξ′ sont des éléments de Fibscind(P2/T), alors,
omme ξ = ⊕i∈I ξi et ξ′ = ⊕j∈J ξ′j , on a
HomFibscind(P
2/T)(ξ, ξ′) = ⊕(i,j)∈I×JHomFibscind(P2/T)(ξi, ξ′j).
Soit g un morphisme dont on veut trouver un antéédent. g se déompose par blos en gij .
Par la première équivalene de atégories exhibée au dessus, haun des termes gij de ette
déomposition admet un antéédent par ΦR, que nous notons f
ij
. Le morphisme d'espaes
vetoriels triltrés sindés obtenu par la famille des f ij a lairement g pour image, e qui
montre la surjetivité. D'où la pleine délité.
• Troisième équivalene. Soit ξ ∈ FibP10−semistable,µ=0(P2/T).
Considérons le fonteur ΦR de la atégorie des ltrations opposées C3filtr,opp vers la
atégorie des brés équivariants semistables de pente nulle FibP10−semistable,µ=0(P2/T). Ce
fonteur est bien dénit par la proposition 23 p.56, en eet les brés de Rees assoiés aux
espaes vetoriels munis de trois ltrations opposées sont P10-semistables par ette proposition.
Ils sont de pente nulle d'après les aluls eetués dans la setion alul expliite du aratère
de Chern des brés de Rees. On voit diretement par les aratérisations préédentes que ΦR
est injetif. La surjetivité de ΦR est également immédiate.
Reste à voir que le fonteur ΦI a bien pour images des éléments de C3filtr,opp. Par
la première équivalene de atégories, à partir d'un bré T-équivariant ξP2 on obtient par
le fonteur ΦI un espae vetoriel triltré (V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ). Montrons que es ltrations sont
opposées i.e. que GrpF1Gr
q
F2
GrrF0V 6= 0 implique p + q + r = 0. C'est équivalent à montrer
que GrpF1Gr
q
F2
GrrF0V = 0 pour tout p + q + r 6= 0 e que nous allons déomposer en deux
parties, la partie positive (demi-espae stritement positif), p+ q + r > 0, et la partie négative
p+q+r < 0. Supposons qu'il existe un triplet (p0, q0, r0) dans le demi-espae stritement positif
tel que l'espae trigradué assoié ne soit pas nul. Alors, on a un morphisme injetif d'espaes
vetoriels triltrés
0 (k,Decr0Triv•, Decp0Triv•, Decq0Triv•) (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ).
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Ce morphisme mène à un morphisme injetif de T-brés sur le plan projetif
0 ξ
(r0,p0,q0)
P2
ξP2 .
Or µ(ξ
(r0,p0,q0)
P2
) = r0 + p0 + q0 > 0 e qui ontredit la µ-semistabilité de ξP2 don la P
1
0-
semistabilité de e bré. Les espaes trigradués orrespondants à des indies dans le demi-espae
stritement positif sont don nuls.
Revenons à la formule du degré du bré ξP2 . On a
1(ξP2) =
∑
p,q,r
(dimkGr
q
F•2
GrpF•1
GrrF•0 V ).(r + p+ q)w
2.
Comme pour tout triplet (r, p, q), p+ q + r ≤ 0, la somme est nulle si et seulement si tous les
termes sont nuls e qui permet de onlure. Les ltrations sont bien opposées.

Dégageons une première onséquene de e théorème :
Corollaire 9. La atégorie C3filtr,opp est abélienne.
Preuve: Ce orollaire se déduit du fait que FibP10−semistable,µ=0(P2/T) est abélienne. Montrons
ette armation ; on se plae dans le ontexte du théorème 2.3.2 ave X = P2, les faiseaux
réexifs sont don loalement libres. Ce dernier théorème et son orollaire 6 montrent que
Fibµ−semistable,µ=0(P2/T) est abélienne. Pour montrer que la sous-atégorie
FibP10−semistable,µ=0(P2/T) est abélienne il sut de voir que le noyau et le onoyau d'un mor-
phisme f : E → F dans ette atégorie sont aussi dans ette atégorie i.e. que le noyau et le
onoyau sont P10-semistables.
Considérons la suite exate dans Fibµ−semistable,µ=0(P2/T)
0→ Ker → E → F → Coker→ 0.
La restrition au diviseur P10 est un fonteur exat ar le seul point de torsion est le point
(0 : 0 : 1). D'où la suite exate dans la atégorie des faiseaux ohérents sur la doite projetive
(ave j : P10 → P2)
0→ j∗Ker → j∗E → j∗F → j∗Coker → 0.
La semistabilité de j∗Ker se déduit diretement de la semistabilité de j∗E . SoitH un sous-
faiseau ohérent de j∗Coker on peut alors érire les deux suites exates 0→ H → j∗Coker →
j∗Coker/H → 0 et 0 → K → j∗F → j∗Coker/H → 0 où K est le noyau du morphisme
anonique j∗F → j∗Coker/H. Comme j∗Coker et j∗F sont de degré 0, µ(K) ≤ 0 implique
µ(H) ≤ 0 e qui permet de onlure.

• Dénissons la atégorie C−3filtr,opp dont les objets sont les espaes vetoriels triltrés
dont les ltrations sont opposées et dont les morphismes sont les morphismes ompatibles aux
trois ltrations. Cette dernière atégorie est la atégorie étudiée par Deligne dans [Del2℄.
La ondition sur les morphismes est don plus faible que elle exigée pour les morphismes
de C3filtr,opp ; ette dernière atégorie est une sous-atégorie de C−3filtr,opp. Nous allons voir
que la ondition de strite ompatibilité est automatiquement vériée pour les morphismes de
C−3filtr,opp, autrement dit que tout morphisme dans C−3filtr,opp est stritement ompatible aux
ltrations, 'est à dire C−3filtr,opp = C3filtr,opp, e qui est le point essentiel du théorème de
Deligne ([Del2℄, Th. (1.2.10) p.12), que le théorème préédent nous permet de retrouver de
façon géométrique.
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Corollaire 10. Soit C−3filtr,opp la atégorie dénie i-dessus.
(i) C−3filtr,opp est une atégorie abélienne.
(ii) Le noyau (resp. onoyau) d'un morphisme f : V → W dans C−3filtr,opp est le noyau
(resp. onoyau) du morphisme d'espaes vetoriels sous-jaent muni des ltrations induites par
elles de V (resp. elles de W ).
(iii) Tout morphisme f : V → W dans C−3filtr,opp est stritement ompatible aux trois
ltrations des triplets de ltrations ; le morphisme GrF•0 (f) est ompatible aux bigraduations de
GrF•0 (V ) et GrF•0 (W ) ; les morphismes GrF•1 (f) et GrF•2 (f) sont stritement ompatibles à la
ltration induite par F •0 .
(iv) Les fonteurs oubli des ltrations, GrF•0 , GrF•1 , GrF•2 , et
GrF•0 GrF•1
∼= GrF•1 GrF•0 ∼= GrF•2 GrF•1 GrF•0 ∼= GrF•2 GrF•0 ∼= GrF•0 GrF•2
sont exats de la atégorie C−3filtr,opp vers la atégorie des k-espaes vetoriels.
Preuve: (iii) Commençons par démontrer la première assertion de (iii). Considérons le mor-
phisme f : V → W dans C−3filtr,opp et ΦR(f) le morphisme entre brés vetoriels qui lui est
assoié. Ce morphisme de brés vetoriels est de rang onstant sauf éventuellement en un nom-
bre ni de points (i.e. un ensemble de odimension 2). En eet, si e n'est pas le as, le onoyau
a de la torsion don a une première lasse de Chern stritement positive et don son noyau
aurait une première lasse de Chern stritement positive e qui ontredit la µ-semistabilité et
don la P10-semistabilité de la soure du morphisme entre brés vetoriels. On en déduit en
utilisant le proposition 14 que les morphismes d'objets ltrés sont stritement ompatibles ave
les ltrations puisque le lieu singulier du onoyau est inlus dans le lieu P = (1 : 0 : 0). (i)
Tous les morphismes dans C−3filtr,opp sont stritement ompatibles don les atégories C3filtr,opp
et C−3filtr,opp sont les mêmes e qui permet de onlure ar la atégorie C3filtr,opp est abélienne
par le orollaire préédent.
(ii) Comme C−3filtr,opp = C3filtr,opp, on peut ramener l'assertion à C3filtr,opp qui est alors
évidente.
(iv) Ces fonteurs sont par le ditionnnaire les fonteurs bre en respetivement les points
(1 : 1 : 1), (0 : 1 : 1), (1 : 0 : 1), (1 : 1 : 0), au diviseur (droite projetive) qui orrespond à F •1
puis à l'image de (0 : 0 : 1) sur e diviseur, au diviseur (droite projetive) qui orrespond à F •0
puis à l'image de (0 : 0 : 1) sur e diviseur, au diviseur (droite projetive) qui orrespond à F •2
puis à l'image de (0 : 1 : 0) sur e diviseur, au diviseur (droite projetive) qui orrespond à F •0
puis à l'image de (0 : 1 : 0) sur e diviseur. Toutes es restritions se font sur des sous-ensembles
de P2\P et don préserve les suites exates ar les morphismes sont de rang onstant sur et
ensemble.

2.11 Strutures réelles
Dans ette setion on se plae sur le orps C.
Supposons que le C-espae vetoriel V muni de trois ltrations (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) ait une stru-
ture réelle sous-jaente V = VR ⊗R C. Il est ainsi muni d'une onjugaison τ : V → V . Nous
voulons étendre la omparaison entre espaes vetoriels munis de trois ltrations et brés équiv-
ariants sur P2 pour l'ation d'un ertain groupe G aux as où les ltrations sont munies de
ertaines strutures réelles. Plus préisement lorsque les ltrations F •1 et F
•
2 sont onjuguées
vis-à-vis de la struture réelle de V . Lorsque V est muni d'une struture réelle, on peut parler
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de la ltration onjuguée F •1 à une ltration F
•
1 . Pour tout p, F
p
1 est le sous-espae τ(F
p
1 ). Si
F •1 est exhaustive et déroissante il en est de même pour F
•
1 .
Notons C3filtr,opp,R la atégorie dont les objets sont les espaes vetoriels qui ont une
struture réelle sous-jaente et qui sont munis de trois ltrations (ordonnées) exhaustives
déroissantes et opposées (F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) telle que les ltrations F
•
1 et F
•
2 sont onjuguées et
F •0 est déjà dénie au niveau de VR 'est à dire que pour tout p, F
p
0 = F
p
0 (F
•
0 est une ltration
de VR et on note de la même façon, par abus de notation, la ltration induite sur V = VR⊗RC) ;
les morphismes sont les morphismes de C-espaes vetoriels stritement ompatibles aux ltra-
tions.
Nous voulons ii ompléter le ditionnaire de la setion préédente à C3filtr,opp,R. Il faut
pour ela traduire la struture réelle en terme de struture sur le bré, i.e. traduire le fait que
deux des ltrations sont onjuguées, en terme de struture des brés sur P2 assoiés aux objets
de C3filtr,opp,R qui sont des objets triltrés.
Considérons l'involution antiholomorphe de P2 donnée par
τP2 : P
2 → P2, [u0 : u1 : u2] 7→ [u0 : u2 : u1].
Un bré E sur P2 est un τ -bré s'il est muni d'une involution antilinéaire τ qui induit τP2 sur
la base. Cei s'expliite de façon faiseautique omme on peut le voir dans [Si2℄ pour les brés
sur P1. Considérons le bré E omme un faiseau loalement libre de OP2-modules, on peut
alors dénir le faiseau τ∗E par
τ∗(E)(U) = E(τP2(U))
pour tout ouvert U de P2.
Remarquons que ette dénition a bien un sens ar pour tout ouvert de Zariski U , τP2(U)
est aussi un ouvert de Zariski. En eet, U = P2−{[u0 : u1 : u2]|Pi(u0, u1, u2) = 0 pour tout i ∈
I} où I est un ensemble ni qui indexe des polynmes homogènes Pi(u0, u1, u2), et don
τP2(U) est l'ouvert de Zariski omplémentaire du lieu des zéros de la famille des polynmes
P i(u0, u2, u1) indexée par I.
τ∗E est aussi un OP2 -module loalement libre. En eet τ∗(E)(U) a une struture de
OP2(U)-module donnée par : pour tout e ∈ E(τP2(U)) et f ∈ OP2(U) par f.e = τ∗(f)e.
Le fonteur τ∗ qui va de la atégorie des faiseaux loalement libres sur P2 est antilinéaire
'est à dire que l'appliation induite par τ∗ entre les espaes vetoriels omplexes Hom(E , E ′)
et Hom(τ∗(E), τ∗(E ′)) est antilinéaire. Il en va ainsi de même pour l'appliation induite en
ohomologie Hi(E)→ Hi(τ∗(E)).
Le fonteur τ∗ est une involution. Un τ -bré, bré muni d'une involution antilinéaire au
dessus de τP2 , peut don être déni omme suit :
Dénition 31. Un τ-bré vetoriel sur P2 est la donnée d'un bré vetoriel E et d'un mor-
phisme f : E → τ∗(E) tel que τ∗(f) ◦ f = idE .
Soit Tτ le sous-groupe des automorphismes de P2 engendré par G = Gm
3/∆(Gm) et
G.τP2 . T
τ
est engendré par G et τP2 . Une bré vetoriel E est un Tτ -bré s'il est à la fois un
G-faiseau ohérent et un τ -bré.
Lemme 31. Le noyau et le onoyau d'un morphisme de Tτ -brés sont des Tτ -brés.
Preuve: Le fait que le noyau et onoyau d'un morphisme de G-brés soient des G-brés a été
démontré dans la setion 2.5 p.33. Il reste don à montrer que l' assertion est vraie pour les
τ -brés.
62
Soit h : E → F un morphisme de τ -brés. Notons par Ker et Coker le noyau et le onoyau
de h. Pour tout τ -bré E vu omme faiseau loalement libre, et tout point P ∈ P2 on a
(τ∗E)P = lim
U∋P
τ∗E(U) = lim
U∋P
E(τP2(U)) = (Eτ
P2
)P .
Ainsi τ∗ est un fonteur exat.
Notons par fE , fG les morphismes dénissant respetivement E et G omme des τ -brés.
L'exatitude du fonteur τ∗ donne le diagramme ommutatif suivant
0 K i
fE◦i
E h
fE
F π
fF
Coker
ϕ
0
0 τ∗(K) τ
∗i
τ∗(fE◦i)
τ∗(E) τ∗h
τ∗fE
τ∗(F) τ∗π
τ∗fF
τ∗(Coker)
τ∗ϕ
0
où ϕ ◦ π = τ∗π ◦ g. On vérie aisément que τ∗(fE ◦ i) ◦ (fE ◦ i) = idK. Pour nir
τ∗ϕ ◦ ϕ ◦ π = τ∗ϕ ◦ τ∗π ◦ g
= τ∗(ϕ ◦ π) ◦ g
= τ∗(τ∗(π) ◦ g) ◦ g
= π ◦ τ∗g ◦ g
= π.
et don, π étant surjetive, τ∗ϕ ◦ ϕ = idCoker .

Remarquons que τ∗ est aussi une involution antiholomorphe du diviseur P10. Notons τP1
la restrition de τ à P10. La restrition d'un τ -bré est un τP1 -bré au sens de l'annexe A.
Théorème 3. La atégorie des espaes vetoriels omplexes de dimensions nies munis d'une
struture réelle sous-jaente, de trois ltrations déroissantes, exhaustives et opposées telles
que deux d'entre elles soient onjuguées, l'autre dénie sur la struture réelle, et des mor-
phismes stritement ompatibles aux ltrations C3filtr,opp,R est équivalente à la atégorie des
Tτ -brés vetoriels FibP10-semistables de pente 0 sur le plan projetif P2 et des morphismes
de H-brés dont les singularités du onoyau sont supportées en odimension 2, par (0 : 0 : 1),
FibP10−semistable,µ=0(P2/Tτ ) :
{C3filtr,opp,R}
ΦR {FibP10−semistable,µ=0(P2/Tτ )}ΦI .
Preuve: Montrons d'abord qu'ave une telle soure et un tel but ΦR et ΦI sont bien dé-
nis. Commençons par ΦR. Soit (V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) un objet de C3filtr,opp,R. On dénit les brés
de Rees suivants : R2(V, F
•
0, F
•
2)
∼ = R2(V, F •0 , F
•
2)
∼
sur A2 = U2 = Spe[u0/u2, u1/u2],
R2(V, F
•
0, F
•
2)
∼ = R2(V, F •0 , F
•
1)
∼
sur A2 = U1 = Spe[u0/u1, u2/u1] et R
2(V, F
•
2, F
•
1)
∼
sur
A2 = U0 = Spe[u1/u0, u2/u0]. Le bré de Rees obtenu par la onstrution habituelle est alors
τ∗(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )). Le morphisme f entre ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 ) et τ
∗(ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )) est
donné sur tout ane par le morphisme de modules de Rees u−pv−qw 7→ u−pv−qw. Ainsi ΦR
est bien déni. Dans l'autre diretion, soit ξ un objet de FibP10−semistable,µ=0(P2/Tτ ). Par
restrition aux droites anes données par une des oordonnées égale à 1 sur les plans anes
standards qui reouvrent le plan projetif on voit que l'ation de τ donne un ismorphisme entre
ξA1(V(1:1:1),F•1 ) et ξA1(V(1:1:1),F
•
1) et entre ξA1(V(1:1:1),F•1 ) et ξA1(V(1:1:1),F
•
2) e qui permet
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de onlure par l'équivalene de atégorie entre elle des brés de Rees sur la droite ane et
elle des espaves vetoriels ltrés. Les orrespondanes sont don bien dénies.
L'essentielle surjetivité de ΦR est laire. ΦR est bien dèle : si deux èhes de C3filtr,opp,R
f et f ′ ont mêmes images, elles sont égales dans C3filtr,opp et don dans C3filtr,opp,R. La surje-
tivité de ΦR est de même évidente.

Corollaire 11. C3filtr,opp,R est une atégorie abélienne.
Preuve: Le lemme préédent nous dit que la atégorie des Tτ -brés est abélienne e qui assoié
au fait que la atégorie FibP10−semistable,µ=0(P2/T) est abélienne nous permet de onlure par
l'équivalene de atégorie donnée dans le théorème.

2.12 K-théorie équivariante de P
2
et invariants d'espaes vetoriels
ltrés
Dans ette setion on alule des invariants disrets des brés de Rees assoiés aux espaes
vetoriels triltrés. Ces invariants sont plus ns que le aratère de Chern qui fait l'objet de
la setion 1.7, Calul expliite d'un invariant du bré de Rees. Pour e faire, on alule la
lasse des brés G-équivariants sur P2 pour l'ation standard par translation du tore T dans
la K-théorie équivariante de P2, ou du moins dans K0(P
2,T).
Dans une première partie, on rappelle la dénition de K0(X,G) pour une G-variété X ,
puis on introduit le matériel néessaire pour donner le théorème de reonstrution à partir des
strates de [Ve-Vi℄ qui nous permettra de le dérire expliitement.
2.12.1 Dénition de K∗(X,G), reonstrution à partir des strates
On se plae toujours sur un orps k de aratéristique nulle et algébriquement los. Soit
G un groupe rédutif et X une G-variété. D'après 20 p.35, la atégorie des G-brés vetoriels
sur X est abélienne. On note K0(X,G) la k-théorie de ette atégorie abélienne.
K0(X,G) est onstruit de la façon suivante (f. [Hir℄) : soit C(X,G) l'ensemble engendré
par les lasses d'isomorphismes [E ] de G-brés vetoriels sur X . La somme de Whitney ⊕ muni
C(X,G) d'une struture de semi-groupe. Soit F (X,G) le groupe abélien engendré par C(X,G).
Notons R(X,G) le sous-groupe engendré par les éléments de la forme [E ]− [E ′]− [E ′′] lorsqu'on
a la suite exate ourte de G-brés 0→ E ′ → E → E ′′ → 0. Alors
K0(X,G) =
F (X,G)
R(X,G)
.
A partir d'ii on supposera que G est diagonalisable. Pour tout entier positif s, notons par
Xs ⊂ X le lieu des points où les stabilisateurs sont de dimension exatement s.
Pour tout s, on onsidère le bré normal à Xs dans X , Ns. Il est naturellemnt muni
d'une ation de G pour laquelle les stabilisateurs sont de dimension au plus s. Soit Ns,s−1 le
lieu des points où la dimension du stabilisateur est exatement s− 1. On a alors un morphisme
omposé
Ns,s−1
i
Ns
π
Xs , dont l'image inverse induit un morphisme en K-théorie
(π ◦ i)∗ : K∗(Xs, G)→ K∗(Ns,s−1, G).
Nous dénirons plus bas ([Ve-Vi℄, setion 3) un morphisme de spéialisation par une déformation
du bré normal
Sp
s−1
X,s : K∗(Xs−1, G)→ K∗(Ns,s−1, G).
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Ces morphismes de spéialisation permettent de reonstruire exatement la K-théorie équiv-
ariante de X pour l'ation de G à partir de la K-théorie équivariantes des strates.
Théorème. [Ve-Vi℄ Soit G un groupe diagonalisable de dimension n qui agit sur une variété
X séparée de type ni sur k. Alors les morphismes de restrition K∗(X,G) → K∗(Xs, G) in-
duisent un isomorphisme
K∗(X,G) ∼= K∗(Xn, G)×K∗(Nn,n−1,G) K∗(Xn−1, G)×K∗(Nn−1,n−2,G) ...
...×K∗(N2,1,G) K∗(X1, G)×K∗(N1,0,G) K∗(X0, G).
En d'autres termes les homomorphismes de restrition K∗(X,G)→ K∗(Xs, G) induisent
un homomorphisme injetif K∗(X,G) →
∏
sK∗(Xs, G) et un élément (an, ..., a0) du produit∏
sK∗(Xs, G) est dans l'image de K∗(X,G) si et seulement si l'image inverse de as ∈ K∗(Xs, G)
dans K∗(Ns,s−1, G) oïnide ave Sp
s−1
X,s (as−1) ∈ K∗(Ns,s−1, G) pour tout s ∈ {1, ..., n}.
Expliitons les morphismes d'image inverse et de spéialisation. Notons d'abord que si X et Y
sont des G-variétés algébriques de type ni séparées sur k et que si le G-morphisme i : Y → X
est une immersion fermée de Y dans X et que le G-morphisme j : X\Y → X est une immersion
ouverte, on a alors une suite exate de loalisation ([Tho℄, Th 2.7),
... Kn(Y,G)
i∗
Kn(X,G)
j∗
Kn(X\Y,G) δ ...
Soit s un entier positif. Considérons l'immersion fermée Xs X≤s et Ns le bré normal
qui s'en déduit. Considérons, suivant [Ful℄, la déformation du bré normal π : Ms → P1. Alors
le morphisme π est plat et G-équivariant et
• π−1(A1) = X≤s ×A1 et,
• π−1(∞) = Ns .
Considérons la restrition π0 de π à l'ouvert M0s = (Ms)<s. On a alors
• (π0)−1(A1) = X<s ×A1 et,
• (π0)−1(∞) = N0s = (Ns)<s .
On peut alors dénir le morphisme de spéialisation par la omposition de l'image inverse
K∗(X<s, G)→ K∗(X<s×A1, G) = K∗(M0s \N0s , G) et du morphisme de loalisationK∗(M0s \N0s , G)→
K∗(N
0
s , G). On obtient alors le morphisme voulu en se restreignant à la strate fermée sur laque-
lle les stabilisateurs ont pour dimension exatement s− 1, le morphisme voulu est elui qui fait
ommuter le diagramme
K∗(Xs−1, G)
Sp
s−1
X,s
image inverse
K∗(Ns,s−1, G)
K∗(Xs−1 ×A1, G) K∗((M0s )s−1\Ns,s−1, G).
loalisation
2.12.2 Calul expliite de K0(P
2,T) et lasses des brés de Rees
Expliitons à l'aide de la setion préédente K0(P
2,T) où T est le groupe diagonal de
dimension 2, Gm
3/∆(Gm), qui agit par translation sur X = P
2
donnée dans les setions préé-
dentes. Donons tout d'abord la déomposition en strates du plan projetif pour ette ation :
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Le lieu où les stabilisateurs sont de dimension 2 est
• X2 = (1 : 0 : 0)
∐
(0 : 1 : 0)
∐
(0 : 0 : 1) =: A0
∐
A1
∐
A2.
Le lieu où les stabilisateurs sont de dimension 2 est
• X1 = {(0 : u1 : u2)|u1.u2 6= 0}
∐{(u0 : 0 : u2)|u0.u2 6= 0}∐{(u0 : u1 : 0)|u0.u1 6= 0} =:
Gm12
∐
Gm02
∐
Gm01.
Le lieu où les stabilisateurs sont de dimension 0 est
• X0 = {(u0 : u1 : u2)|u0.u1.u2 6= 0} =: Gm2.
D'après le théorème on a K0(P
2,T) ∼= K0(X2,T) ×K0(N2,1,T) K0(X1,T) ×K0(N1,0,T)
K0(X0,T). Expliitons haun des termes de e produit bré itéré.
• Calul de K0(X2,T) :
On a K0(X2,T) ∼= K0(A0,T)⊕K0(A1,T)⊕K0(A2,T). Chaun des termes du membre
de droite se alule de la même façon. Calulons K0(A0,T).
Montrons que l'on a K0(A0,T) = Z[u0, u
−1
0 , v0, v
−1
0 ]. Notons par V1,0 le bré vetoriel
en droite sur A0 muni de l'ation linéaire suivant le premier fateur de T et triviale suivant
le deuxième fateur puis symétriquement par V1,0 le bré muni de l'ation linéaire suivant le
deuxième fateur de T et linéaire suivant le premier fateur. Pour tout entier m ≥ 0 on pose
Vm,0 = V
⊗m
1,0 , de même pour tout entier n ≥ 0, on pose V0,n = V ⊗n0,n . On généralise aux entiers
négatifs en posant si m ≤ 0, Vm,0 = V ∗−m,0, si n ≤ 0, V0,n = V ∗0,−n. Puis nalement pour tous
entiers m,n Vm,n = Vm,0 ⊗ V0,n. On note toujours par [E ] la lasse d'un bré E dans le K0.
Considérons le morphisme
µ : Z[u0, u
−1
0 , v0, v
−1
0 ]→ K0(A0,T)∑
i,j aiju
i
0v
j
0 7→
∑
i,j aij [Vi,j ]
µ est lairement injetif. La surjetivité vient du fait que tout bré vetoriel sur le point se
déompose en somme direte sur (i, j) de brés de rang ai,j sommes diretes de Vi,j , i.e. E ∼=
⊕i,j ⊕r(i,j) Vi,j où r(i, j) est le rang du sous-bré de E sur lequel T agit par le aratère (i, j).
Ainsi
K0(X2,T) = Z[u0, u
−1
0 , v0, v
−1
0 ]⊕ Z[u1, u−11 , v1, v−11 ]⊕ Z[u2, u−12 , v2, v−12 ].
• Calul de K0(X1,T) :
On a K0(X1,T) ∼= K0(Gm12, G)⊕K0(Gm02, G)⊕K0(Gm01,T). Chaun des termes du
membre de droite se alule de la même façon. Calulons K0(Gm12,T).
Rappelons pour e alul le fait suivant (Morita) : soit H un sous-groupe de T qui agit
sur X (X est une H-variété) et soit X ×H G/H := (X ×G/H)/H . Alors, on a l'isomorphisme
K0(X,H) ∼= K0(X ×H G/H,G).
En appliquant Morita à X = {∗} et H = Gm (un des deux fateurs de G = Gm), il vient
K0(Gm12,T) = K0(∗,Gm) = Z[u12, u−112 ]. D'où
K0(X1,T) = Z[u12, u
−1
12 ]⊕ Z[u02, u−102 ]⊕ Z[u01, u−101 ].
• Calul de K0(X0,T) :
Appliquons à nouveau Morita à X = ∗ et H = e l'élément neutre de T. Il vient
K0(X0,T) = K0(∗) = Z.
Nous avons aussi à aluler es anneaux pour les brés normaux.
• Calul de K0(N2,1,T) :
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Rappelons que N2 est le bré normal sur X2 qui vient de l'immersion fermée X2 →
X≤2 = P
2
. Il a trois omposantes onnexes N2,i, orrespondantes aux trois points. Il est don
ii isomorphe (omme T-variété), en haque point Ai onstituant X2, au plan ane restrition
du bré tangent au plan projetif en haun de es trois points, l'ation étant la même. Ainsi,
pour la restrition du normal à A0 par exemple, le lieu où la dimension des stabilisateurs est 1
est le produit de droites multipliatives noté Gm0,01 ×Gm0,02. On a don
N2,1 = Gm0,01 ×Gm0,02
∐
Gm1,01 ×Gm0,12
∐
Gm2,02 ×Gm2,12.
Dont le K0 se déduit des aluls préédents.
N1 est le bré normal surX1 qui vient de l'immersion ferméeX1 → X≤1 = P2\{A0, A1, A2}.
Il a trois omposantes onnexes N1,i où i ∈ {0, 1, 2}, orrepondantes aux trois droites multi-
pliatives. Comme haune des omposantes onnexes de X1 est dans un ouvert ane du plan
projetif, le bré normal à haune des omposantes Gm01, Gm02 et Gm12 est Gm01 × A1,
resp. Gm02×A1 puis Gm12×A1. L'ation se déduisant de elle sur les ouverts anes, il vient,
pour N1,0
N1,0 = Gm01 ×G1m
∐
Gm02 ×G1m
∐
Gm12 ×G1m.
Dont le K0 se déduit par les aluls préédents.
Proposition 25. Soit (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) un objet de C3filtr, alors la lasse de ξP2(V, F •0 , F •1 , F •2 )
dans K0(P
2,T) est donnée par
[ξP2(V, F
•
0 , F
•
1 , F
•
2 )]K0(P2,T) = ((PA0 , PA1 , PA2), (PGm12 , PGm02 , PGm01), PG2m),
où,
• PA0 =
∑
p,q dimkGr
p
F•0
GrqF•1
V up0v
q
0,
• PA1 =
∑
p,q dimkGr
p
F•0
GrqF•2
V up1v
q
1,
• PA2 =
∑
p,q dimkGr
p
F•1
GrqF•2
V up2v
q
2,
• PGm12 =
∑
p dimkGr
q
F•0
V up12,
• PGm02 =
∑
p dimkGr
q
F•1
V up02,
• PGm01 =
∑
p dimkGr
q
F•2
V up01,
• PG2m = dimkV .
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Ditionnaire : Espaes vetoriels triltrés-Fibrés équivariants.
Catégorie d'espaes multiltrés
Catégorie de brés équivariants
sur P2
C3filtr Fib(P
2/T)
C3filtr,scind Fibscind(P
2/T)
C3filtr,opp FibP10−semistable,µ=0(P
2/T)
C3filtr,opp,R FibP10−semistable,µ=0(P
2/Tτ )
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3 Constrution relative
3.1 Faiseau de Rees relatif
Dans ette setion, nous voulons étendre les onstrutions préédentes à des familles
d'espaes vetoriels ltrés paramétrées par une variété algébrique, nous et ainsi dérire une
onstrution relative du bré de Rees sur le plan projetif de la partie 1.
En guise d'introdution, pour présenter l'idée de la onstrution, donnons la onstrution rela-
tive du bré de Rees sur la droite ane A1 assoiée à un bré vetoriel ltré.
Par variété algébrique on entendra shéma lisse de type ni sur un orps algébriquement los
de aratéristique nulle k.
3.1.1 Idée de la onstrution
Soit S une variété algébrique et V un bré vetoriel sur S. Supposons que V soit muni
d'une ltration déroissante et exhaustive par des sous-brés vetoriels strits F•. Exhaustive
signie qu'il existe deux entiers m et n tels que Fm = V et Fn = S. Le fait que les sous-brés
soient strits signie que pour tout p, Fp est un sous-bré vetoriel de V (le faiseau de OS-
module loalement libre assoié à Fp est plus qu'un sous-faiseau du faiseau loalement libre
assoié à V). En haque point s ∈ S, la bre Vs de V est ltrée par des sous-espaes vetoriels
Fps ,
Vs = Fms ⊃ Fm−1s ⊃ ... ⊃ Fns = S.
On obtient don en haque point s ∈ S un espae vetoriel ltré par une ltration
exhaustive et déroissante (Vs,F•s ). On peut faire la onstrution du bré de Rees sur la droite
ane pour ette donnée ξA1(Vs,F•s ). On veut onstruire un bré vetoriel ξ(V ,F•) sur S×A1
tel que pour tout s ∈ S :
ξ(V ,F•)|{s}×A1 ∼= ξA1(Vs,F•s ).
Rappelons qu'un bré vetoriel de rang n sur S est la donnée d'un shéma V et d'un morphisme
de shémas π : V → S ainsi que d'un reouvrement de S par des ouverts Si, i ∈ I de S et des
isomorphismes Ψi : π
−1(Si) → AnSi , tels que pour tout i, j ∈ I et pour tout ouvert ane
V = SpeA ⊂ Si ∩ Sj , l'automorphisme Ψ = Ψj ◦ Ψ−1i de AnV = SpeA[x1, ..., xn] soit donné
par un automorphisme linéaire θ de A[x1, ..., xn] i.e. tel que l'on ait θ(a) = a pour a ∈ A
et θ(xi) =
∑
i,j aij xj où les aij sont des éléments de A. La matrie donnée par les aij est
inversible.
Dans e adre la donnée d'un bré vetoriel ltré sur S par une suite déroissante ex-
haustive de sous-brés vetoriels strits se traduit par le fait que pour tout i, j et pour tout
ouvert ane V omme dérit préédement, la matrie représentant θ, automorphisme linéaire
de A[x1, ..., xn], peut être hoisie dans une base adaptée triangulaire supérieure par blos. No-
tons fp = dimkFp − dimkS, le rang du bré π|Fp : Fp → S. Supposons de plus que F0 = V et
que Fm ! Fm+1 = S. Alors on peut érire
AnV = SpeA[x1, ..., xfm−1, xfm , xfm+1, ..., xfm−1−1, , xfm−1 , , xfm−1+1, ...(...)..., xf0 ].
et la matrie qui représente le hangement de arte sur l'ouvert ane V ⊂ Si ∩ Sj pour le bré
vetoriel V = F0 dans la base des xi, i ∈ [1, f0], θ, est de la forme
θm ∗ ... ∗
0 θm−1 ... ∗
... ... ... ...
0 0 ... θ0
 ,
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les éléments diagonaux θi sont des matries inversibles de tailles (f
i − f i+1).(f i − f i+1), à
oeients dans A, la matrie est de taille f0.f0.
Ainsi la matrie qui représente l'automorphisme de hangement de arte sur l'ouvert ane
V ⊂ Si ∩ Sj pour le bré vetoriel Fp dans la base des xi, i ∈ [1, f0], se déduit par tronature
de la matrie qui représente θ 
θm ∗ ... ∗
0 θm−1 ... ∗
... ... ... ...
0 0 ... θp
 ,
'est une matrie fp.fp.
Chaun des ouverts Si dans les données dénissant le bré peut être reouvert par des
ouverts anes. On peut don supposer que les ouverts Si = SpeAi sont anes. Nous allons
tout d'abord faire la onstrution relative du bré de Rees assoié à un espae vetoriel ltré
sur les ouverts anes Si pour obtenir des brés vetoriels sur les Si × A1, ξi(V ,F•). Nous
reollerons ensuite es brés pour obtenir le bré voulu sur S×A1, que nous noterons ξ(V ,F•).
L'anneau Ai[xi1, ..., xifm−1, xifm , xifm+1, ..., xifm−1−1, , xifm−1 , , xifm−1+1, ...(...)..., xif0 ]
issu de la desription préédente du bré vetoriel sur la arte ane Si sera noté Ai[xik] où
k ∈ [1, f0] ; on note aussi A1 = Spek[u]. Considérons le Ai[u][xik]-module Bi tel que
Bi =< u
−p.xik| k ≤ fp >Ai[u][xik] .
Dénissons le bré vetoriel ξi(V ,F•) sur Si ×A1 par
ξi(V ,F•) = SpeBi.
Le morphisme d'inlusion π♯i : Ai[u] → Bi donne πi : ξi(V ,F•) → S ×A1 (on notera toujours
f ♯ : A → B le morphisme d'anneaux assoié au morphisme de shémas f : SpeB → SpeA).
De plus on a un isomorphisme de Ai[u]-modules ϕ
♯
i entre Bi et Ai[u][xik] déni par
ϕ♯i : Bi → Ai[u][xik], ϕ♯i(xik) = up.xik, pour k ∈ [fp+1 + 1, fp],
d'où l'isomorphisme expliite sur Si ×A1
ϕi : SpeAi[u][xik]→ ξi(V ,F•).
Comme nous avons pris un reouvrement de dénition du bré par des anes, les ouverts Si∩Sj
sont anes, Si ∩ Sj = SpeAij : nous dénoterons l'automorphisme Aij [u]-linéaire de Aij [u][xk]
où k ∈ [1, f0] par θ♯ij . Le morphisme de shéma θij qui s'ne déduit n'est autre que le morphisme
de hangement de artes Ψ = Ψj ◦ Ψ−1i pour l'image inverse sur S ×A1 du bré V sur S par
la projetion sur le premier fateur.
Les morphismes d'anneaux ϕ♯i , ϕ
♯
i et θij permettent don de dénir des isomorphismes
d'anneaux :
ϕ♯ij : (ϕ
♯
j)
−1(Aij [u][xk])
ϕ♯j
Aij [u][xk]
θ♯ij
Aij [u][xk]
(ϕ♯i)
−1
(ϕ♯i)
−1(Aij [u][xk]) ,
où l' on omet d'érire les morphismes de projetion de Ai ou Aj vers Aij . On en déduit les
isomorphismes
ϕij : ξi|Si∩Sj ∼= ξi|Si∩Sj , pour tout i, j.
Rappelons que
Fait :([H℄, exerie 1.22, p.69)
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Soit S un espae topologique et {Si}i∈I un reouvrement de S par des ouverts. Supposons que
pour tout i ∈ I on ait un faiseau ξi et pour tout ouple i, j un isomorphisme ϕij : ξi|Si∩Sj ∼=
ξi|Si∩Sj tel que : (1) pour tout i, ϕii = id , et (2) pour tout i, j, k, ϕik = ϕjk ◦ϕij sur Si∩Sj∩Sk.
Alors il existe un unique faiseau ξ sur S et des isomorphismes Ψi : ξ|Si ∼= ξi tels que pour
tous i, j, Ψj = ϕij ◦ Ψi sur Si ∩ Sj . ξ est le faiseau obtenu en ollant les faiseaux ξi par les
isomorphismes ϕij .
Ce fait énoné dans la atégorie des faiseaux reste vrai dans la atégorie des faiseaux
ohérents et dans la atégorie des brés vetoriels sur une variété algébrique.
Appliquons ei aux données ({Si}i∈I , {ξi}i∈I , {ϕij}i,j∈I) de notre onstrution. La on-
dition (1) est évidement vériée. Pour vérier la ondition (2), il sut de voir pour tout i, j, k
que ϕ♯ik = ϕ
♯
ij ◦ ϕ♯jk. Ce qui se ramène à
(ϕ♯i)
−1 ◦ θ♯ik ◦ ϕ♯k = ((ϕ♯i)−1 ◦ θ♯ij ◦ ϕ♯j) ◦ ((ϕ♯j)−1 ◦ θ♯jk ◦ ϕ♯k),
qui est équivalent à
θ♯ik = θ
♯
ij ◦ θ♯jk,
e qui est vrai puisque V est un bré. D'où le bré π : ξ → S ×A1.
Le bré vetoriel ainsi obtenu a bien les propriétés voulues.
Proposition 26. Soit V → S un bré vetoriel sur un shéma S muni d'une ltration exhaus-
tive F• par des sous-brés vetoriels strits, alors le bré de Rees ξ(V ,F•) → S × A1 de la
onstrution préédente vérie
• Pour tout u ∈ A1, u 6= 0, ξ(V ,F•)|S×{u} ∼= V,
• ξ(V ,F•)|S×{0} ∼= GrF•V,
• Pour tout s ∈ S, ξ(V ,F•)|{s}×A1 ∼= ξA1(Vs,F•s ).
GrF V est le bré ⊕pFp−1/Fp.
Nous démontrerons es propriétés plus bas, sous ertaines hypothèses restreintes, dans le adre
plus général d'un bré muni de trois ltrations par des sous-brés strits.
3.1.2 Constrution de Rees assoiée à un bré muni de trois ltrations
Cette partie donne la version relative de la onstrution du bré de Rees sur P2 asso-
iée à un espae vetoriel muni de trois ltrations. Supposons que l'on ait, dans un sens que
l'on préisera, une famille d'espaes vetoriels triltrés (Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s) paramétrée par un
shéma S. En haque point de S on peut eetuer la onstrution du bré de Rees sur le plan
projetif ξP2(Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s)→ P2. Nous allons onstruire un faiseau ohérent ξ → S×P2
tel que pour tout point s ∈ S on ait l'isomorphisme de bré vetoriels
ξ|{s}×P2 ∼= ξP2(Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s).
Considérons un bré vetoriel V sur un shéma S équipé de trois ltrations exhaustives
et déroissantes par des sous-brés strits, F•0 , F•1 et F•2 . Rappelons que dans partie 1 pour
onstruire un bré surP2 assoié à un espae vetoriel triltré (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) nous onstruisions
tout d'abord les bré de Rees assoiés aux ouples de ltrations sur les ouverts anes standards
du plan projetif pour ensuite reoller es onstrutions. Les artes anes standards étaient et
seront notées U0, U1 et U2. Les brés sur les artes anes étaient noté ξUi(V, F
•
j , F
•
k ) pour
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{i, j, k} = {0, 1, 2}. Nous allons ii suivre la même démarhe et don onstruire des faiseaux
ohérents ξi(V ,F•j ,F•k ) sur haun des produits S×Ui. Nous reollerons ensuite les trois brés
pour obtenir le bré de Rees sur S × P2, ξ(V,F•0 ,F•1 ,F•2 ). Expliitions la onstrution pour
deux ltrations.
Constrution de ξ(V ,F•,G•)→ S ×A2
Soit V → S un bré vetoriel muni de deux ltrations exhaustives et déroissantes F• et G•
par des sous-brés strits.
Etudions tout d'abord les propriétés des intersetions des sous-brés strits donnés par
les ltrations. Pour tous (p, q), on dénit le faiseau ohérent Fp ∩Gq omme étant le noyau du
morphisme anonique de brés vetoriels vus omme des faiseaux loalement libres
Fp ∩ Gq := Ker(Fp → V/Gq).
Fp ∩ Gq est ainsi un sous-bré de Fp et de Gq. Par l'inlusion de Fp dans Fp−1 on voit que
Fp−1 ∩ Gq est un sous-faiseau ohérent de Fp ∩ Gq. D'où la suite exate
0→ Fp−1 ∩ Gq → Fp ∩ Gq → GrpFV ∩ Gq → 0,
qui dénit le faiseau GrpFV ∩ Gq. C'est un faiseau ohérent omme onoyau d'un morphisme
de faiseaux ohérents. On prenda garde au fait que GrpFV ∩ Gq n'est pas un sous-faiseau de
Gq ontrairement à e que suggère ette notation pratique.
De telles onsidérations suivant les deux indies mènent au diagramme ommutatif de
faiseaux ohérents sur S dont les lignes et les olonnes sont exates
0 0 0
0 Fp ∩ Gq Fp−1 ∩ Gq GrpFV ∩ Gq 0
0 Fp ∩ Gq−1 Fp−1 ∩ Gq−1 GrpFV ∩ Gq−1 0
0 Fp ∩GrqGV Fp−1 ∩GrqGV GrpFGrqGV 0
0 0 0
Ce diagramme permet de dénir le faiseau ohérent GrpFGr
q
GV .
Dans un premier temps nous allons ajouter une hypothèse sur es ltrations : nous
supposerons
(H) pour tous (p, q), les faiseaux ohérents Fp ∩ Gq sont des sous-brés strits de V .
Cela signie que l'une des ltrations induit une ltration par des sous-espaes vetoriels strits
sur haune des omposantes du bré vetoriel gradué assoié à l'autre ltration et réiproque-
ment.
• Constrution de ξ(V ,F•,G•)→ S ×A2 sous l'hypothèse (H) :
72
La onstrution se alque sur elle qui est faite dans l'introdution de ette partie pour un bré
vetoriel muni d'une seule ltration. Pour être ohérent ave les notations de ette introdu-
tion, on en gardera les notations pour tout e qui onerne la ltration F• et on mettra des '
pour tout e qui onerne la ltration G•. On supposera toujours que le reouvrement d'ouverts
S = ∪i∈I Si qui permet de dénir le bré V → S est formé d'anes i.e. que pour tout i ∈ I,
Si = SpeAi.
Notons fp = dimkFp − dimkS, le rang du bré π|Fp : Fp → S. Supposons de plus
que F0 = V et que Fm ! Fm+1 = S. On note aussi gp = dimkGp − dimkS, le rang du bré
π|Gp : Gp → S et on suppose de plus que G0 = V et que Gn ! Gn+1 = S. On érit aussi
gp,q = dimkGr
p
FV ∩ Gq − dimkS.
Pour tous (i, j) ∈ I et tout ouvert ane V = SpeA ⊂ Si ∩ Sj (en partiulier pour
Uij = Ui ∩ Uj = SpeAij) les automorphismes Ψ = Ψj ◦ Ψ−1i de AnV sont A-linéaires et om-
patibles aux ltrations puisque les sous-brés vetoriels qu'elles dénissent sont strits et ont
pour hangement de artes des restritions de es automorphismes. On peut don érire AnV
omme le spetre d'un anneau de polynmes qui fasse apparaître l'une et l'autre des ltra-
tions. L'hypothèse (H) nous permet de proéder de la même façon pour deux ltrations. Dans
la matrie assoiée à l'automorphisme Ψ dans l'introdution haque blo matrie inversible θp
où p ∈ [1, f0] devient elle-même une matrie diagonale par blos dont la diagonale est omposée
de n+ 1 blos inversibles de la forme préédente.
On peut don érire que θ (sur Sij) est un automorphisme Aij -linéaire de Aij [xklk ] où k ∈ [1, f0]
et, omme il existe p tel que k ∈ [fp+1 + 1, fp] et lk ∈ [gp,n, gp,0].
Dénition 32. Le module de Rees assoié à la trivialisation Ψi sur Si = SpeAi du bré V
muni de deux ltrations vériant (H) est le Ai[u, v]-module
Bi :=< u
−pv−qxklk |k ≤ fp, lk ≤ gp,q >Ai[u,v] .
Le bré de Rees ξi(V ,F•,G•) sur Si ×A2 est le bré assoié au Ai[u, v]-module de Rees
ξi(V ,F•,G•) := SpeBi,
où le morphisme ξi(V ,F•,G•) → Si ×A2 est donné par le morphisme injetif d'anneaux π♯i :
Ai[u, v]→ Bi.
On a un isomorphisme de Ai[u, v]-modules ϕ
♯
i entre Bi et Ai[u, v][xik] déni par
ϕ♯i : Bi → Ai[u, v][xik], ϕ♯i(xik) = upvqxklk , pour k ∈ [fp+1 + 1, fp], lk ∈ [gp,q+1 + 1, gp,q]
d'où l'isomorphisme expliite sur Si ×A2
ϕi : SpeAi[u, v][xklk ]→ ξi(V ,F•,G•).
Comme nous avons pris un reouvrement de dénition du bré par des anes, les ouverts Si∩Sj
sont anes, Si∩Sj = SpeAij : nous dénoterons l'automorphisme Aij [u]-linéaire de Aij [u, v][xk]
où k ∈ [1, f0] par θ♯ij . Le morphisme de shéma θij qui s'ne déduit n'est autre que le morphisme
de hangement de artes Ψ = Ψj ◦Ψ−1i pour l'image inverse sur Si ×A2 du bré V sur Si par
la projetion sur le premier fateur.
Les morphismes d'anneaux ϕ♯i , ϕ
♯
i et θij permettent don de dénir des isomorphismes
d'anneaux :
ϕ♯ij : (ϕ
♯
j)
−1(Aij [u, v][xk])
ϕ♯j
Aij [u, v][xk]
θ♯ij
Aij [u, v][xk]
(ϕ♯i)
−1
(ϕ♯i)
−1(Aij [u, v][xk]) ,
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où l' on omet d'érire les morphismes de projetion de Ai ou Aj vers Aij . On en déduit les
isomorphismes
ϕij : ξi(V ,F•,G•)|Si∩Sj ∼= ξi(V ,F•,G•)|Si∩Sj , pour tous i, j.
et don, à l'aide de la disussion faite dans l'introdution, par reollement, d'un bré ξ(V ,F•,G•)
sur S ×A2.
• Constrution de ξ(V ,F•,G•)→ S ×A2 dans le as général :
Chaque faiseau Fp ∩ Gq est ohérent sur S, en partiulier sur haun des ouverts anes
Si = SpeAi, on a Fp ∩Gq =M∼i,pq où Mi,pq est un Ai-module niment engendré. Comme pour
tout (p, q) on a des morphismes injetifs de faiseaux ohérents Fp∩Gq → Fp−1∩Gq et Fp∩Gq →
Fp ∩ Gq−1 (qui ommutent sur les arrés d'indies), on déduit du fait que le fonteur ovariant
M 7→ M∼ établisse une équivalene de atégories entre la atégorie des A-modules niment
engendrés (où A est n÷therien) et la atégorie des O
SpeA-modules ohérents un diagramme
ommutatif de morphismes de Ai-modules dans le quel haque èhe est l'injetion du sous-
module soure dans le module but
Mi,mn Mi,m−1n ... Mi,0n
Mi,mn−1 Mi,m−1n−1 ... ...
... ... ... Mi,01
Mi,m0 ... Mi,10 Mi,00,
où k ∈ [1, rang(V)]. On a Mi,m−1n ∩Mi,mn−1 = Mi,mn.
Cei dérit pour tous (p, q) Mi,pq omme un sous-Ai-module du module libre Mi,00, noté
Mi. Dénissons alors le Ai[u, v]-module de Rees assoié à la restrition du bré biltré sur
SpeAi
Bi =
∑
p,q
u−pv−qMi,pq.
On étend la dénition préédente dans e adre
Dénition 33. Le Ai[u, v]-module Bi est le module de Rees assoié à la restrition de V à Si.
Le faiseau ohérent ξi(V ,F•,G•) := B∼i sur Si ×A2 qui s'en déduit est le faiseau de
Rees assoié à la restrition de V à Si.
Les restritions de ξi(V ,F•,G•) et ξj(V ,F•,G•) à (Si ∩ Sj) ×A2 sont isomorphes. On
peut don reoller les faiseaux ohérents sur les ouverts (Si ∩Sj)×A2 qui reouvrent S×A2,
d'où un faiseau ohérent sur S ×A2. Le faiseau de OS×A2 -modules ξ(V ,F•,G•) → S ×A2
ainsi obtenu est le faiseau ohérent de Rees assoié au bré vetoriel muni de deux ltrations
exhaustives par des sous-brés strits.
Remarque : Les deux onstrutions préédentes oïnident lorsque les données de départ
satisfont l'hypothèse (H). Nous avons ependant distingué les deux as pour mettre en valeur
le fait que la onstrution sous ette hypothèse mène à un bré vetoriel, alors que sans (H) on
obtient un faiseau ohérent (qui est en fait réexif omme nous le verrons plus bas).
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Cette distintion est aussi préparatoire aux appliations à la théorie de Hodge de ette
onstrution dans la partie 3. En eet, supposons que les ltrations proviennent d'une variation
de strutures de Hodge mixtes. Alors la ltration de Hodge et la ltration par le poids qui
ltrent le bré vetoriel assoié à la variation vérient l'hypothèse (H) alors que e n'est pas le
as pour la ltration par le poids et sa onjuguée (on préisera plus loin omment la ltration
onjuguée par rapport à une struture réelle se retrouve à partir d'une ltration par des sous-
brés vetoriels strits algébriques). Ainsi, (H) est satisfaite pour la onstrution sur les artes
S×A2 onernant la ltration par le poids et l'une des deux autres ltrations mais pas vériée
en général sur la arte onernant la ltration par le poids et sa onjuguée.
(H) mauvaise hypothèse
En fait, pour poursuivre la remarque i-dessus, l'hypothèse (H) est illusoire en général. Le travail
de la reherhe d'invariants assoiés aux espaes vetoriels triltrés a pour but de mesurer à
quel point elle n'est pas vériée ou d'étudier les inidenes des strates sur lesquelles elle est
vériée. (H) est une bonne hypothèse par strates.
Constrution de ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S ×P2
Considérons un bré vetoriel V sur une variété algébrique S muni des trois ltrations
déroissantes et exhaustives par des sous-brés strits (F•0 ,F•1 ,F•2 ). Nous venons de voir om-
ment onstruire des faiseaux de Rees assoiés à deux ltrations par des sous-brés strits sur
le produit de S par le plan ane. Notons ξj(V ,F•k ,F•l ) le bré sur S × Uj obtenu par ette
onstrution pour {j, k, l} = {0, 1, 2} et par ξij (V ,F•k ,F•l ) sa restrition à l'ouvert ane Si, où
i ∈ I.
Proposition 27. On peut reoller les faiseaux ohérents de Rees ξj(V ,F•k ,F•l ) sur S ×Uj où
j ∈ {0, 1, 2} pour obtenir le faiseau ohérent de Rees assoié au bré vetoriel muni de trois
ltrations exhaustives et déroissantes par des sous-brés strits (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ), que l'on note
ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S ×P2.
Preuve: De la proposition 31 p.79, on trouve pour tout (j, j′) ∈ {0, 1, 2} tels que j 6= j′, ave n
l'entier tel que {j, j′, n} = {0, 1, 2}, un isomorphisme
ϕjj′ = Ψ
−1
j′ ◦Ψj : ξj(V ,F•k ,F•l )|S×(Uj∩Uj′ ) ∼=Ψj ξ(V ,F•n, T riv•)|S×(Uj∩Uj′ )
∼=Ψ−1
j′
ξj′(V ,F•k ,F•l )|S×(Uj∩Uj′ ).
Pour dénir les ϕjj on prend les isomorphismes identités. Pour {j, j′, j′′} = {0, 1, 2}, la relation
ϕjj′′ = ϕj′j′′ ◦ ϕjj′ est bien vériée sur S × (Uj ∩ Uj′ ∩ Uj′′) = S × (U0 ∩ U1 ∩ U2). Toutes les
hypothèses pour reoller de façon unique les faiseaux de Rees relatifs sur les anes sont don
réunies. On en déduit le faiseau de Rees ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S ×P2.

Proposition 28. Le faiseau ohérent de Rees ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) sur S × P2 à partir du bré
vetoriel V sur S muni de trois ltrations exhaustives et déroissantes par des sous-brés strits
est réexif.
Preuve: D'après la proposition 31 il sut de regarder en l'origine des Uj i.e. aux trois points
S × {(1 : 0 : 0)}, S × {(0 : 1 : 0)} et S × {(0 : 0 : 1)}. En eet, sur les S ×G2m le faiseau est
loalement libre ainsi que sur S×Gm×A1 et S×A1×Gm. Nous allons utiliser la aratérisation
des faiseaux réexifs donnée dans la proposition 9 de la partie 1 : un faiseau ohérent ξ sur
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S est réexif s'il est sans torsion et pour tout s ∈ S depht ξs ≥ 2. La preuve opie elle de la
proposition 9 pour les faiseaux de Rees sur les espaes anes. L'aeption est loale, plaçons-
nous sur les ouverts anes Si×Uj de la onstrution de ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) qui reouvrent S×P2
(i ∈ I et j ∈ {0, 1, 2}).
Etudions la torsion. Pour tout i, Si = SpeAi et le module Mi est un Ai-module libre.
Les modules de Rees Bi sont des Ai[u, v]-modules sans torsion et don ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) est sans
torsion.
Etudions la profondeur. Pour tout i, Bi est un sous-Ai[u, v]-module du Ai[u, v]-module
libre Mi[u, u
−1, v, v−1]. Considérons l'idéal maximal m = Ai(u, v) de Ai[u, v]. On veut montrer
que Bi est égal à son saturé B
sat
i . Soit x ∈ Bsati ⊂ Mi[u, u−1, v, v−1]. Alors x s'érit x =∑
(p,q) u
−pv−qmi,pq. Le fait que u.x ∈ Bi montre que pour pour tous (p, q), mi,pq ∈ Mi,p−1q.
De même v.x ∈ Bi montre que pour pour tous (p, q), mi,pq ∈ Mi,pq−1. Ainsi pour tous (p, q),
mi,pq ∈ Mi,pq e qui prouve que x ∈ Bi. Don Bi = Bsati . Par le lemme 15 p.30, on en déduit
que depht
m
Bi ≥ 2. Ce qui permet de onlure.

3.1.3 Ation du tore T3 sur le faiseau de Rees
Soit, omme dans le ditionnaire de la partie 1, T = G3m/∆(G
3
m). Considérons l'ation
par translation de T sur P2 :
σ : T×P2 → P2.
Soit S une variété algébrique, on onsidère l'ation de T sur S × P2 triviale dans la
diretion de S et induite par σ dans la diretion de P2 ; on la note aussi σ. Elle est donnée
expliitement par
σ : T× S ×P2 → S ×P2
(g, s, x) 7→ (s, σ(g, x))
Les faiseaux ohérents de Rees sont munis de l'une ation de G. En eet
Proposition 29. Le faiseau de Rees ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) sur S ×P2 assoié à un bré vetoriel
muni de trois ltrations par des sous-brés strits (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) sur S est équivariant pour
l'ation de T sur S ×P2 donnée par σ.
Preuve: Notons p2 le morphisme de projetion de T × S × P2 sur S × P2. Pour montrer
que ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) est T-équivariant pour σ, il faut montrer que l'on a un isomorphisme de
faiseaux ohérents sur T × S × P2, Ψ : σ∗ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) ∼= p∗2ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ). L'ation de
T sur le plan projetif préserve haun des ouverts standards le reouvrant, don l'ation sur
le produit onserve haque Si × Uj où i ∈ I et j ∈ {0, 1, 2}. On peut don se restreindre à
es ouverts pour montrer l'isomorphisme. Les morphismes σ et p2 sont donnés sur les ouverts
anes T× Si × Uj par les morphismes d'anneaux
σ♯ : Ai[u, v]→ Ai[u, v]⊗ k[x, x−1, y, y−1]∑
p,q ai,pqu
pvq 7→∑p,q ai,pqupvq ⊗ xpyq
et,
p♯2 : Ai[u, v]→ Ai[u, v]⊗ k[x, x−1, y, y−1]∑
p,q ai,pqu
pvq 7→∑p,q ai,pqupvq ⊗ 1
où T = Spek[x, x−1, y, y−1].
L'isomorphisme entre
σ∗ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )|T×Si×Uj ∼= (Bi ⊗Ai[u,v],σ♯ Ai[u, v]⊗ k[x, x−1, y, y−1])∼
et,
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p∗2ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )|T×Si×Uj ∼= (Bi ⊗Ai[u,v],p♯2 Ai[u, v] ⊗ k[x, x
−1, y, y−1])∼ vient de l'isomor-
phisme de Ai[u, v][x, x
−1, y, y−1] donné par σ♯ entre Bi ⊗Ai[u,v],σ♯ Ai[u, v]⊗ k[x, x−1, y, y−1] et
Bi ⊗Ai[u,v],p♯2 Ai[u, v]⊗ k[x, x
−1, y, y−1] et de l'équivalene de atégories donnée par le fonteur
∼
qui à un isomorphisme de modules assoie un isomorphisme de faiseaux ohérents.

3.1.4 Morphismes strits de brés ltrés, morphismes de faiseaux de Rees
Soient (V ,F•)→ S et (V ′,F ′•)→ S deux brés vetoriels sur une variété algébrique S,
ltrés par des sous-brés vetoriels strits, et f : V → V ′ un morphisme de brés vetoriels.
Dénition 34. On dit que f : (V ,F•)→ (V ′,F ′•) est un morphisme de brés vetoriels ltrés
si pour tout p
f(Fp) ⊂ F ′p,
i.e. f(Fp) est un sous faiseau de F ′p.
Lorsque f est un morphisme entre brés vetoriels munis de n ltrations ordonnées, on dit que
'est un morphisme d'espaes vetoriels ltrés si 'est un morphisme d'espaes vetoriels ltrés
pour les brés vetoriels munis d'une seule ltration orrespondant à haun des n indies.
Remarquons qu'alors pour tout s ∈ S, fs(Fps ) ⊂ F ′sp i.e. que fs est un morphisme
d'espaes vetoriels ltrés.
Par analogie ave la notion de morphisme d'espaes vetoriels ltrés stritement ompat-
ibles, introduisons la notion de morphisme de brés vetoriels ltrés stritement ompatibles.
Dénition 35. Le morphisme de brés vetoriels ltrés sur S, f : (V ,F•)→ (V ′,F ′•) est dit
stritement ompatible aux ltrations si, pour tout p
f(Fp) = Im(f) ∩ F ′p.
La dénition s'étend aux morphismes de brés vetoriels munis de plusieurs ltrations.
Si f est un morphisme de brés vetoriels ltrés sur S stritement ompatible aux ltra-
tions, on vérie que l'on a bien, pour tout s ∈ S,
fs(Fps ) = Im(fs) ∩ F ′sp,
et don qu'un morphisme de brés vetoriels stritement ompatible aux ltrations par des
sous-brés vetoriels induit bien sur les bres un morphisme d'espaes vetoriels stritement
ompatible aux ltrations.
Donnons-nous un morphisme stritement ompatible de brés vetoriels biltrés sur une
variété S, f : (V ,F•,G•)→ (V ′,F ′•,G′•) où V est de rang n et V ′ de rang n′. Reouvrons S par
des ouverts anes trivialisant les deux brés Si = SpeAi où i ∈ I. C'est toujours possible quitte
à prendre les intersetions deux à deux des ouverts trivialisant respetivement l'un et l'autre
des brés. La onstrution du faiseau de Rees sur haun des ouverts Si ×A2 pour haun
des brés donne pour tout i, les brés ξi(V ,F•,G•) → Si ×A2 et ξi(V ′,F ′•,G′•) → Si ×A2.
Nous allons assoier à f un morphisme entre les faiseaux de Rees. Exhibons e morphisme
loalement sur les Si ×A2. Nous gardons ii les notations pour les brés vetoriels donnée en
début de partie, on ajoute des
′
pour tout e qui onerne V ′. Le morphisme de brés vetoriels
f est dérit par des morphismes de shémas fi : A
n
Si
→ An′Si dont les morphismes d'anneaux
assoiés f ♯i : Ai[x1, ..., xn′ ] → Ai[x1, ..., xn] sont Ai-linéaires. Ces morphismes s'expriment en
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fontion des trivialisations et de f par le diagramme qui ommutatif
π−1(Si)
Ψi
∼=
f
AnSi
fi
π−1′(Si)
Ψ′i
∼=
An
′
Si
.
La strite ompatibilité du morphisme de brés biltrés signie que pour tout i ∈ I et tout
(p, q),
fi(Mi,pq) = fi(M) ∩M ′i,pq.
Le morphisme entre modules de Rees relatifs
f ri
♯ : Bi =
∑
p,q u
−pv−qMi,pq → B′i =
∑
p,q u
−pv−qM ′i,pq
x =
∑
p,q u
−pv−qmi,pq 7→ f ri (x) =
∑
p,q u
−pv−qfi(mi,pq)
est don bien déni. D'où le morphisme assoié à f ri par la onstrution
∼
(on garde la même
notation),
f ri : ξi(V ,F•,G•)→ ξi(V ′,F•′,G•′).
Proposition 30. (i) Les f ri sont des morphismes de faiseaux ohérents G
2
m-équivariants pour
l'ation de G2m sur Si ×A2 triviale dans la diretion de Si et par translation dans la diretion
du plan ane.
(ii) Les f ri se reollent pour former un morphisme G
2
m-équivariant entre les G
2
m-faiseaux de
Rees f r : ξ(V ,F•,G•)→ ξ(V ′,F ′•,G′•).
(iii) Le onoyau du morphisme f r est un faiseau ohérent sans torsion.
Preuve: (i) Il sut de voir que l'ation (la oation) est ompatible ave le morphisme entre
modules de Rees relatifs, i.e. que les diagrammes suivants ommutent
Bi
p♯2
f♯i
Bi ⊗ k[u, u−1, v, v−1]
f♯i⊗id
B′i
p♯2
B′i ⊗ k[u, u−1, v, v−1]
Bi
σ♯
f♯i
Bi ⊗ k[u, u−1, v, v−1]
f♯i⊗id
B′i
σ♯
B′i ⊗ k[u, u−1, v, v−1]
,
e qui est bien le as par la strite ompatibilité des f ri .
(ii) On vérie que pour tout i, j ∈ I, les restritions à (Si∩Sj)×A2, les f ri , f rj ommutent aux
isomorphismes de hangement de artes des deux brés ϕij et ϕ
′
ij , e qui permet de reoller les
morphismes pour obtenir un morphisme f r sur le faiseau de Rees obtenu dans la proposition
1 en ollant les desriptions loales. L'ation étant triviale dans la diretion de Si sur tous les
Si ×A2, on peut reoller.
(iii) La question est loale. Plaçons-nous sur les Si ×A2. Il sut de montrer que le onoyau
du morphisme de Ai[u, v]-modules Bi → B′i est sans torsion.

On en déduit pour la onstrution du faiseau de Rees relatif sur le plan projetif :
Corollaire 12. Soit sur une variété S un morphisme de brés vetoriels ltrés par des sous-
brés strits stritement ompatibles aux ltrations f : (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) → (V ′,F ′0•,F ′1•,F ′2•).
Alors le morphisme de faiseaux de Rees T-équivariants sur S ×P2 qui s'en déduit
f r : ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ ξ(V ′,F ′0•,F ′1•,F ′2•),
est un morphisme T-équivariant pour l'ation σ. De plus, le onoyau de f r est un faiseau sans
torsion.
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3.2 Ditionnaire sous l'hypothèse (H)
ATTENTION : dans toute ette setion les ltrations par des brés vetoriels
doivent vérier l'hypothèse (H).
3.2.1 Propriétés de ξ(V ,F•,G•)→ S ×A2
Etudions les propriétés du faiseau ohérent de Rees assoié à un bré vetoriel ltré par
des sous-brés vetoriels strits.
Lemme 32. Soit A un anneau, a un idéal de A et B un A-module. Alors l'appliation A/a×
B → B/a induite par ∀a ∈ A, b ∈ B, (a, b) 7→ a.bmodaB est bilinéaire et induit un isomor-
phisme
A/a⊗B ∼= B/aB.
Preuve: Remarquons d'abord que l'appliation A/a × B → B/a est bilinéaire. D'où le mor-
phisme A/a⊗B → B/a. La surjetivité est évidente. On onstruit un morphisme inverse ave
la èhe B → A/a⊗B qui à b assoie 1⊗ b dont le noyau est aB.

Proposition 31. Le faiseau de Rees ξ(V ,F•,G•) sur S×A2 obtenu à partir du bré vetoriel
V sur S ltré par des sous-brés vérie les propriétés
(i) Pour tout s ∈ S, ξ(V ,F•,G•)|{s}×A2 ∼= ξA2(Vs,F•s ,G•s ) est un isomorphisme de fa-
sieaux loalement libres sur A2.
(ii) Pour tout (u0, v0) ∈ A2 tels que u0.v0 6= 0, ξ(V ,F•,G•)|S×(u0,v0) ∼= V est un isomor-
phisme de brés vetoriels sur S.
(iii) Pour tout u0 ∈ A1, ξ(V ,F•,G•)|S×{u0}×A1 ∼= ξ(GrGV ,F•) est un isomorphisme de
faiseaux ohérents sur S × A1 (resp. un isomorphisme de brés vetoriels sur S ×A1 si les
ltrations vérient (H)).
(iv) Pour tout v0 ∈ A1, ξ(V ,F•,G•)|S×A1×{v0} ∼= ξ(GrFV ,G•) est un isomorphisme de
faiseaux ohérents sur S × A1 (resp. un isomorphisme de brés vetoriels sur S ×A1 si les
ltrations vérient (H)).
(v) Pour tout u0 ∈ A1, ξ(V ,F•,G•)|S×(u0,0) ∼= ξ(GrGV) est un isomorphisme de fais-
eaux ohérents sur S (resp. un isomorphisme de brés vetoriels sur S si les ltrations vérient
(H)).
(vi) Pour tout v0 ∈ A1, ξ(V ,F•,G•)|S×(0,v0) ∼= ξ(GrFV ,G•) est un isomorphisme de
faiseaux ohérents sur S (resp. un isomorphisme de brés vetoriels sur S si les ltrations
vérient (H)).
(vii) ξ(V ,F•,G•)|S×(0,0) ∼= GrFGrGV est un isomorphisme de faiseaux ohérents sur S
(resp. un isomorphisme de brés vetoriels sur S si les ltrations vérient (H)).
Ainsi que les propriétés
(viii) ξ(V ,F•,G•)|S×A1×Gm ∼= ξ(V ,F•, T riv•)|S×A1×Gm est un isomorphisme de brés
vetoriels sur S ×A1 ×Gm.
(ix) ξ(V ,F•,G•)|S×Gm×A1 ∼= ξ(V ,G•, T riv•)|S×Gm×A1 est un isomorphisme de brés
vetoriels sur S ×Gm ×A1.
(x) ξ(V ,F•,G•)|S×Gm×Gm ∼= ξ(V , T riv•, T riv•)|S×Gm×Gm est un isomorphisme de -
brés vetoriels sur S ×Gm ×Gm.
Preuve: (i) Soit i ∈ I tel que s ∈ Si. Il faut montrer que ξi(V ,F•,G•)|{s}×A2 ∼= ξA2(Vs,F•s ,G•s ).
Soit as l'idéal maximal de Ai orrespondant au point s ∈ Si et as[u, v] l'idéal de Ai[u, v]
orrespondant à {s} × A2. Soit j : {s} × A2 → Si × A2 le morphisme d'inlusion. Alors
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ξ(V ,F•,G•)|{s}×A2 = j∗ξ(V ,F•,G•) ∼= (Bi ⊗Ai[u,v] Ai[u, v]/as[u, v])∼ ∼= (Bi/as[u, v].Bi)∼ ; le
dernier isomorphisme vient du lemme préédent. Pour tout (p, q), Mi,pq/as est un k-espae
vetoriel de dimension dimk((Fp ∩ Gq)s) que nous noterons Vpq . Du diagramme ommutatif de
Ai-modules dans lequel les èhes sont injetives on peut déduire par loalisation le diagramme
de k-espaes vetoriels de même forme dans lequel toutes les èhes sont injetives. On retrouve
ainsi les ltrations F • = F•s et G• = G•s du k-espae vetoriel V = Mi/as. D'où l'isomorphisme
Bi/as[u, v].Bi ∼= R2(V, F •, G•) = R2(Vs,F•s ,G•s ) qui donne le résultat.
(ii) Montrons d'abord qu'il y a isomorphisme sur haun des ouverts anes Si qui reou-
vrent S. Pour tout i, le morphisme d'inlusion k : Si × (u0, v0)→ Si ×A2 vient du morphisme
surjetif d'anneaux Ai[u, v] → Ai[u, v]/(u − u0, v − v0).Ai[u, v] ∼= Ai. ξ(V ,F•,G•)|S×(u0,v0) =
k∗ξ(V ,F•,G•) ∼= (Bi⊗Ai[u,v]Ai[u, v]/(u−u0, v−v0).Ai[u, v])∼ ∼= (Bi/(u−u0, v−v0).Bi)∼ ∼= M∼
e qui permet de onlure pour haun des ouverts anes. Il sut ensuite de remarquer que
les isomorphismes de reollement sur les (Si ∩ Sj)× (u0, v0) et les Si ∩ Sj ommutent ave les
restritions.
(iii) Plaçons-nous sur les ouverts anes. Notons par k le morphisme d'inlusion Si ×
(u0, 0) → Si × A1 et soit Ai[u, v] → Ai[u, v]/(u − u0, v).Ai[u, v] le morphisme d'anneaux lui
orrespondant.
(iv) Cette assertion se déduit de la préédente en éhangeant les rles de F• et G•.
(v) Exhibons d'abord l'isomorphisme sur les anes Si×Gm×A1. Le morphisme d'inlu-
sion Si ×Gm ×A1 → Si ×A2 vient du morphisme d'anneaux Ai[u, v]→ Ai[u, u−1, v]. Il sut
don de vérier que Bi⊗Ai[u,v]Ai[u, u−1, v] ∼=
∑
p,q u
−pMi,pq est isomorphe au module de Rees
obtenu lorsque la deuxième ltration G• est triviale. C'est bien le as puisque e module n'a
pas de terme en v−qm lorsque ette ltration est triviale. Pour onlure on remarque à nouveau
que les restritions ommutent aux isomorphismes de reollement.
(vi) C'est le pendant de la préédente en éhangeant les deux ltrations.
(vii) Cette assertion se démontre de la même façon que les deux préédentes. On se plae
sur les ouverts anes Si×Gm×Gm. L'inlusion Si×Gm×Gm → Si×A2 vient du morphisme
Ai[u, v] → Ai[u, u−1, v, v−1]. On a un isomorphisme Bi ⊗Ai[u,v] Ai[u, u−1, v, v−1] ∼= Mi e qui
permet de onlure loalement. On peut ensuite reoller, ar les restritions ommutent aux
isomorphismes de reollement.

Sous l'hypothèse (H), on a
Proposition 32. Le faiseau réexif de Rees ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) a les propriétés suivantes
• Pour tout s ∈ S, ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )|{s}×P2 ∼= ξP2(Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s).
• Pour tout (u0 : u1 : u2) ∈ P2 tel que u0u1u2 6= 0, ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )|S×{(u0:u1:u2)} ∼= V.
• On a aussi ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )|S×{(1:0:0)} ∼= GrF1GrF2V, ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )|S×{(0:1:0)} ∼=
GrF0GrF2V et ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )|S×{(0:0:1)} ∼= GrF0GrF1V.
Un seul gradué aussi
Preuve: Cette proposition se déduit de la préédente par reollement.

3.2.2 Fonteur de Rees
Nous introduisons ii quelques notation pour dérire la onstrution du bré de Rees
relatif parallèlement à e qui a été fait dans la partie 1 pour les onstrution de Rees assoié aux
espaes vetoriels ltrés. Rappelons que nous notions ΦR le fonteur qui à un espae vetoriel
ltré muni de n ltration (V, F •0 , ..., F
•
n−1) assoie un faiseau de Rees sur la variété ane
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An. Nous utilisions la même notation pour le fonteur qui à un espae vetoriel muni de trois
ltrations assoie le bré de Rees sur le plan projetif P2.
ΦR est un fonteur de la atégorie des espaes vetoriels ltrés (resp. biltrés, resp.
triltrés) munie des morphismes stritement ompatibles aux ltrations vers la atégorie des
faiseaux loalement libres sur A1 (resp. A2, resp. P2) équivariants pour une ertaine ation
d'un tore et munie des morphismes équivariants de bré pour ette ation dont le onoyau est
sans torsion.
Nous désignerons par ΦR le fonteur relatif, qui à un bré vetoriel ltré par des sous-
brés strits sur une variété algébrique S, (V ,F•0 )→ S (resp. biltré par des sous-brés strits
(V ,F•0 ,F•1 ) → S, resp. triltré par des sous brés strits (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) → S) assoie le bré
équivariant (resp. faiseau reexif équivariant) pour l'ation d'un tore
ΦR((V ,F•0 )→ S) = ξ(V ,F•0 )→ S ×A1,
resp. ΦR((V ,F•0 ,F•1 )→ S) = ξ(V ,F•0 ,F•1 )→ S ×A2,
resp. ΦR((V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S) = ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S ×P2.
Soit Cnfiltr(S) la atégorie des brés vetoriels sur S muni de n ltrations par des sous-
brés strits et des morphismes de brés vetoriels stritement ompatibles aux ltrations.
Soit Fib(S×A1/Gm) la atégorie des brésGm-équivariants sur S×A1 muni de l'ation
par translation sur le deuxième fateur et des morphismes de faiseaux G-équivariants dont le
onoyau est sans torsion.
Soit Refl(S × A2/G2) la atégorie des faiseaux réexifs G2-équivariants sur S × A2
muni de l'ation par translation sur le deuxième fateur dont les restritions à S × {(u0, v0)},
{s} ×A2, S ×A1 × {v0}, S × {u0} ×A1 et S ×A1 × {v0} pour tout s, u0, v0 sont des brés
vetoriels et des morphismes de faiseaux G-équivariants dont le onoyau est sans torsion.
Soit Refl(S×P2/T) la atégorie des faiseaux réexifs T-équivariants sur S×P2 munis
de l'ation par translation sur le plan projetif dont les restritions aux trois ouverts standards
A2 sont dans Refl(S × A2/G2) et des morphismes T-équivariants dont le noyau est sans
torsion.
Alors, la setion préédente sur les morphismes de brés de Rees montre que l'on a bien
déni des fonteurs
ΦR : C1filtr(S)→ Fib(S ×A1/Gm)
(V ,F•) 7→ ξ(V ,F•)
(f : (V ,F•))→ (V ′,F•′)) 7→ (f r : ξ(V ,F•)→ ξ(V ′,F•′)),
ΦR : C2filtr(S)→Refl(S ×A2/G2m)
(V ,F•0 ,F•1 ) 7→ ξ(V ,F•0 ,F•1 )
(f : (V ,F•0 ,F•1 ))→ (V ′,F•0 ′,F•1 ′)) 7→ (f r : ξ(V ,F•0 ,F•1 )→ ξ(V ′,F•0 ′,F•1 ′))),
ΦR : C3filtr(S)→Refl(S ×P2/T)
(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) 7→ ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )
(f : (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ))→ (V ′,F•0 ′,F•1 ′,F•2 ′)) 7→ (f r : ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ ξ(V ′,F•0 ′,F•1 ′,F•2 ′))).
3.2.3 Constrution relative inverse, fonteur de Rees inverse
Le but ii est de dénir un fonteur inverse du fonteur de Rees relatif qui à un espae
vetoriel triltré assoie un faiseau relatif sur le plan projetif an d'étendre le ditionnaire
pontuel au as relatif. Nous allons tout d'abord dénir un fonteur inverse relatif loal sur
les plans anes pour toute variété algébrique S,
ΦI : Refl(S ×A2/G2m)→ C2filtr(S).
Soit ξ un objet de Refl(S×A2/G2m). Alors par dénition de ette atégorie, ξ|S×{(1,1)}
est un bré vetoriel sur S (du moins modulo l'isomorphisme entre S et S×{(1, 1)}, nous ferons
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toujours l'abus de langage). Posons
ΦI(ξ) := ξ|S×{(1,1)}.
L'ation permet de munir ΦI(ξ) de deux ltrations. ξ est ohérent, don il existe des ouverts
anes qui reouvrent Si = SpeAi et des Ai[u, v]-modules Mi tels que ξ|Si×A2 ∼= (Mi)∼. L'a-
tion deG2m sur le faiseau vient du morphisme d'anneaux σ
♯ :Mi →Mi⊗Ai[u,v]k[x, x−1, y, y−1].
Considérons l'inlusion j : Si × A1 × {1} → Si × A2. L'ation de Gm sur ξ|Si×A1×{1}
qui est un bré vetoriel par hypothèse vient du morphisme de Ai[u]-modules Mi/k[v] →
Mi/k[v] ⊗Ai[u] k[x, x−1, y, y−1]/k[y, y−1]. On en déduit une trivialisation par ette ation du
bré ξ|Si ×A1 × {1} sur Si ×Gm × {1}
ξ|Si×Gm×{1} ∼= k∗ξ|S×{(1,1)}.
Pour tout i ∈ I, l'ation à gauhe induit une ation à droite triviale sur la base Si × {(1, 1)}
que l'on peut déomposer suivant les aratères
ξ|Si×{(1,1)} = ⊕χ∈X∗(Gm(u))(ξ|Si×{(1,1)})χu (1)
= ⊕p∈Z(ξ|Si×{(1,1)})pu (2)
On a érit Gm(u) pour bien indiquer que ette déomposition vient de la diretion u suivant
laquelle agit par translation le fateur x dansG2m = Spek[x, x
−1, y, y−1]. Cei permet de dénir
une ltration déroissante et exhaustive par des sous-brés strits de ΦI(ξi) = ξ|Si×{(1,1)}, F•0,i
par
Fp0,i = ⊕q≤p(ξ|Si×{(1,1)})pu .
De manière analogue, en déomposant suivant l'ation du deuxième fateur, on peut dénir une
ltration exhaustive et déroissante par des sous-brés strits de ΦI(ξi) = ξ|Si×{(1,1)}, F•1,i,
Fp1,i = ⊕q≤p(ξ|Si×{(1,1)})pv .
Les ltrations loales par des sous-brés strits se reollent pour former des ltrations par des
sous-brés strits de ΦI(ξ) = ξ|S×{(1,1)}.
Le fonteur ΦI est ainsi bien déni au niveau des objets.
Considérons un morphisme dans la atégorie Refl(S ×A2/G2m), g : ξ → ξ′. On en déduit, par
restrition à S × {(1, 1)}, un morphisme de brés vetoriels
gi = ΦI(g) := g|S×{(1,1)} : ΦI(ξ)→ ΦI(ξ′).
Le morphisme g est G2m-équivariant don le morphisme g respete les ltrations, 'est un mor-
phisme de brés vetoriels ltrés. Reste à montrer qu'il est strit. Comme l'assertion porte sur
haune des ltrations séparement, restreignons (en ne onsidérant que la première par exemple)
le bré à S ×A1 × {1}.
Le fonteur de Rees relatif inverse ΦI est don bien déni au niveau des morphismes.
Justions son appelation de fonteur inverse.
Proposition 33. Pour toute variété algébrique S, les fonteurs ΦR et ΦI établissent une
équivalene de atégories entre la atégorie C2filtr(S) des brés vetoriels sur S munis de deux
ltrations exhaustives et déroissantes par des sous-brés strits dont les morphismes sont les
morphismes strits de brés vetoriels et la atégorie Refl(S×A2/G2m) des faiseaux ohérents
réexifs G2m-équivariants sur S ×G2m dont les morphismes sont les morphismes équivariants
dont le onoyau est sans torsion
C2filtr(S)
ΦR Refl(S ×A2/G2m)
ΦI
.
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Preuve: Montrons que ΦI établit une orrespondane pleinement dèle et essentiellement
surjetive. Soit V ∈ C2filtr(S), alors ΦR(V) ∈ Refl(S × A2/G2m). Par la proposition 31,
ΦR(V)|S×{(1,1)} ∼= V . Ainsi ΦI(ΦR(V)) ∼= V omme brés vetoriels. Les ltrations de ΦI(ΦR(V))
oïnident, modulo l'isomorphisme, ave elles de V .
Montrons que ΦI est essentiellement surjetive. Soit ξ et ξ
′
dans Refl(S ×A2/G2m) et
g, g′ ∈ HomRefl(S×A2/G2m)(ξ, ξ′) telles que ΦI(g) = Φ(g′) dans HomC2filtr(S)(ΦI(ξ),ΦI(ξ′)).
Alors, omme ΦR(ΦI(g)) induit un morphisme isomorphe à g entre les objets ΦR ◦ ΦI(ξ) et
ΦR ◦ ΦI(ξ′), et que l'isomorphisme est le même pour les deux morphismes identiques ΦI(g) =
Φ(g′), il vient g = g′, e qui prouve l'injetivité de la orrespondane. La surjetivité est laire
par la onstrution de la setion sur le morphisme de Rees, à f ∈ HomC2filtr(S)(ΦI(ξ),ΦI(ξ′))
on assoie le morphisme ϕ′ ◦ ΦR(f) ◦ ϕ−1 ∈ HomRefl(S×A2/G2m)(ξ, ξ′) où ϕ est l'isomorphisme
entre ΦR ◦ ΦI(ξ) et ξ et ϕ′ est l'isomorphisme entre ΦR ◦ ΦI(ξ) et ξ′.

Remarque : On déduit bien sûr de ette proposition une équivalene de atégorie pour les
objets munis d'une seule ltration. Il sut pour ela de restreindre la onstrution préédente
faites ave deux ltrations dont l'une est triviale à l'un des deux fateurs, d'où l'équivalene de
atégories
C1filtr(S)
ΦR Fib(S ×A1/Gm)
ΦI
.
3.2.4 Ditionnaire relatif
Dénissons quelques atégories qui vont entrer dans le ditionnaire relatif.
• Soit (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) → S un bré vetoriel ltré par des sous-bré strits et tel que les
ltrations soient exhaustives et déroissantes. Comme pour les ltrations d'espaes vetoriels,
on dira que les trois ltrations sont simultanéement sindées s'il existe des sous-brés Vp,q,r de V
tels que pour tout (p, q, r), Fp0 = ⊕p′≥p,q,rVp
′,q,r
, Fq1 = ⊕p,q′≥q,rVp,q
′,r
et Fr2 = ⊕p,q,r′≥rVp,q,r
′
.
Soit C3filtr,scind(S) la sous-atégorie pleine de C3filtr(S) dont les objets sont simultanée-
ment sindés.
On notera par Fibscind(S ×P2/T) la sous-atégorie pleine de Refl(S ×P2/T) dont les
objets sont en plus des brés vetoriels sommes de brés en droites.
• Soit (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S un objet de C3filtr(S). On dit que les ltrations par des brés strits
sont opposées si en tout point les ltrations induites sur les bres ont ette propriété, i.e. si
pour tout s ∈ S, (Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s) est un espae vetoriel muni de trois ltrations opposées.
On notera C3filtr,opp(S) la sous-atégorie pleine de C3filtr(S) dont les objets sont des
brés vetoriels ltrés dont les ltrations sont opposées.
Soit Reflµ−semistable/S,µ=0/S(S × P2/T) la sous-atégorie pleine de Refl(S × P2/T)
dont les objets restreints à {s} ×P2 pour tout s ∈ S sont µ-semistables de pente 0.
Ce ditionnaire ne marhe que sur les strates sur lesquelles (H) est vériée,
les faiseaux réexifs devenant des brés
Nous avons don montré sous l'hypothèse (H),
Théorème 4. Soit S une variété algébrique sur un orps algébriquement los de aratéristique
nulle k. La onstrution des faiseaux de Rees relatifs sur S × P2 établit les équivalenes de
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atégories entre :
• La atégorie C3filtr(S) des brés vetoriels sur S triltrés par des sous-brés strits tels que
les ltrations soient exhaustives et déroissantes munie des morphismes de brés stritement
ompatibles aux ltrations et la atégorie Fib(S × P2/T) des brés vetoriels T-équivariants
sur S ×P2 dont les restritions ont les propriétés voulues munie des morphismes équivariants
de brés dont le onoyau est sans torsion :
C3filtr(S)
ΦR Fib(S ×P2/T)
ΦI
.
• La atégorie C3filtr,scind(S) des brés vetoriels sur S triltrés par des sous-brés strits
tels que les ltrations soient simultanéement sindées, exhaustives et déroissantes munie des
morphismes de brés stritement ompatibles aux ltrations et la atégorie Fib(S ×P2/T) des
brés T-équivariants sur S × P2 dont les restritions ont les propriétés voulues munie des
morphismes équivariants de brés dont le onoyau est sans torsion :
C3filtr,scind(S)
ΦR Fibscind(S ×P2/T)
ΦI
.
• La atégorie C3filtr,opp(S) des brés vetoriels sur S triltrés par des sous-brés strits tels
que les ltrations soient opposées, exhaustives et déroissantes munie des morphismes de brés
stritement ompatibles aux ltrations et la atégorie Fib(S × P2/T) des brés vetoriels T-
équivariants sur S ×P2 dont les restritions ont les propriétés voulues et dont les restritions
à {s}×P2 pour tout s ∈ S sont P10-semistables de pente 0 munie des morphismes équivariants
de brés dont le onoyau est sans torsion :
C3filtr,opp(S)
ΦR FibP10−semistable/S,µ=0/S(S ×P2/T)
ΦI
.
3.3 Stratiation assoiée à une famille d'espaes vetoriels triltrés
On s' intéresse au as où l'hypothèse (H) n'est pas forément satisfaite.
3.3.1 Stratiation platiante
Soit F un faiseau ohérent sur un shéma projetif X sur un orps algébriquement los
de aratéristique nulle k. Alors la aratéristique d'Euler de F est
χ(X,F) =
∑
i
(−1)ihi(X,F),
où hi(X,F) = dimkHi(X,F). Si on xe un bré en droite ample O(1) sur X , alors le polynme
de Hilbert de F , P (X,F) est donné par
m 7→ χ(X,F ⊗O(m)).
Supposons, par exemple, que X soit une surfae et F soit sans torsion et de rang r, alors la
formule de Riemann-Roh (f [Fri℄) donne
χ(X,F) = 1(F).(1(F)−KX)
2
− 2(F) + rχ(X,OX).
Les formules 1(F ⊗L) = 1(F)+ r1(L) et 2(F ⊗L) = 2(F)+(r−1)1(F).1(L)+
(
r
2
)
1(L)
2
où L est un bré en droite sur X permettent alors de trouver le polynmes de Hilbert de F .
Nous utiliserons e résultat dans le as où X = P2.
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Supposons maintenant que nous ayons un faiseau ohérent de OX -modules F sur un
shéma X sur S où f : X → S est un morphisme de type ni entre shémas n÷theriens. Pour
tout s ∈ S on note la bre f−1(s) = Spe(k(s))×SX de f par Xs. On note aussi Fs pour F|Xs .
On pense à F omme une famille de polynmes paramétrisée par S. La notion de ontinuité
en famille des Fs est donnée par la dénition :
Dénition 36. Une famille plate de faiseaux ohérents sur les bres de f est un faiseau de
OX-modules ohérents F qui est plat sur S i.e. pour tout x ∈ X, Fx est plat au dessus de
l'anneau loal OS,f(x).
Nous allons assoier une stratiation de S à tout faiseau ohérent F sur S telle que sur
haune des strates SP , strates données par la onstane du polynme des Hilbert des bres
P (Xs,Fs), la restrition de F , F|SP soit une famille plate de faiseaux ohérents.
Pour ela on utilise un théorème dû à Mumford qui permet de platier tout faiseau
ohérent en déoupant de façon adéquate la base par des sous-shémas fermés.
Théorème. (Mumford, f [Hu-L℄ Theorem 2.1.5.) Soit f : X → S un morphisme projetif
entre shémas n÷thériens, soit O(1) un faiseau inversible sur X qui est très ample par rapport
à S et F un OX -module ohérent. Alors l'ensemble P = {P (Xs,Fs)|s ∈ S} des polynmes de
Hilbert des bres de F est ni. De plus il y a un nombre ni de sous-shémas loallement fermés
SP ⊂ S, indexés par les polynmes P ∈ P qui satisfont aux propriétés :
(i) Le morphisme naturel j :
∐
P SP → S est une bijetion.
(ii) Si g : S′ → S est un morphisme de shémas n÷theriens, alors g∗XF est plat
au dessus de S′ si et seulement si g se fatorise par j où g∗X : X ×S S′ → S′ est le morphisme
anonique du produit bré vers S′.
La stratiation S =
∐
P∈P SP est la stratiation platiante assoiée au faiseau o-
hérent F .
3.3.2 Appliation à une famille d'espaes vetoriels ltrés
Soit (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S un bré vetoriel ltré par des sous-brés strits et tel que les l-
trations soient exhaustives et déroissantes sur une variété algébrique lisse S. La onstrution de
Rees assoiée à ette famille fournit un faiseau de OX×P2-modules ohérent ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ).
Considérons le morphisme de projetion sur le deuxième fateur f : X ×P2 → X . Le faiseau
f∗OP2(1) est très ample par rapport à S. Par le théorème préédent on obtient
Proposition 34. L'ensemble P = {P (Xs, ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )s)|s ∈ S} des polynmes de Hilbert
des bres de ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) est ni. De plus il y a un nombre ni de sous-shémas loallement
fermés SP ⊂ S, indexés par les polynmes P ∈ P qui satisfont aux propriétés :
(i) Le morphisme naturel j :
∐
P SP → S est une bijetion.
(ii) Si g : S′ → S est un morphisme de shémas n÷theriens, alors le tiré en arrière
du faiseau de Rees g∗XF est plat au dessus de S′ si et seulement si g se fatorise par j où
g∗X : X ×S S′ → S′ est le morphisme anonique du produit bré vers S′.
Pour relier ette stratiation par le polynme de Hilbert des bres, déterminés par
la première et la deuxième lasse de Chern dans H∗(P2, k) des bres du faiseau de Rees,
aux invariants disrets première et deuxième lasse de Chern des brés assoiés aux espaes
vetoriels ltrés donnés par les bres des ltrations, il faut omparer pour tout s ∈ S d'une
part
1(ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )s)s à 1(ξP2(Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 )ss),
et d'autre part
2(ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )s)s à 2(ξP2(Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 )ss).
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3.3.3 Filtrations opposées
Considérons enore (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )→ S bré vetoriel ltré par des sous-brés strits et
tel que les ltrations soient exhaustives et déroissantes sur une variété algébrique S. Supposons
de plus que pour tout s ∈ S l'espae vetoriel triltré déni par es données (Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s)
soit un espae vetoriel muni de ltrations opposées et telles que F•1 s et F•2 s soient positives
(tous les termes d'indies négatifs sont égaux à V) et que F•0 s et F•1 s d'une part et F•0 s et
F•2 s d'autre part vérient l'hypothèse (H)2. On veut alors relier les strates de la stratiation
platiante de ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )s aux lasses de Chern des brés de Rees assoiés aux espaes
vetoriels donnés en haque point.
Conjeture : Soit (V ,F•0 ,F•1 ,F•2 ) → S un bré vetoriel ltré par des sous-brés strits tel
que les ltrations soient opposées, exhaustives et déroissantes sur une variété algébrique S
et telle que de plus que pour tout s ∈ S l'espae vetoriel triltré déni par es données
(Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s) soit un espae vetoriel muni de ltrations opposées et telles que F•1 s et F•2 s
soient positives et que F•0 s et F•1 s d'une part et F•0 s et F•2 s d'autre part vérient l'hypothèse
(H), alors la ltration platiante assoiée à ξ(V ,F•0 ,F•1 ,F•2 )s) est au hangement d'indie près
la stratiation assoiée à la deuxième lasse de Chern des brés sur les bres de f : S×P2 → P2
assoiés aux espaes vetoriels ltrés donnés par les bres ξP2(Vs,F•0 s,F•1 s,F•2 s).
2
Ces hypothèses seront vériées lorsque les données viendront de la théorie de Hodge
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Ditionnaire sous l'hypothèse (H) : Famille d'espaes vetoriels triltrés-Faiseaux
équivariants.
Catégorie de familles d'espaes multiltrés sur S
Catégorie de brés équivariants sur S ×P2
C3filtr(S) Fibr(S ×P
2/T)
C3filtr,scind(S) Fibscind(S ×P
2/T)
C3filtr,opp(S) FibrP10−semistable/S,µ=0/S (S ×P
2/T)
C3filtr,opp,R(S) FibrP10−semistable/S,µ=0/S(S ×P
2/Tτ )
Ditionnaire sous l'hypothèse (H) pour (F•0 ,F•1 ) et (F•0 ,F•2 ).
Catégorie de familles d'espaes multiltrés sur S
Catégorie de brés équivariants sur S ×P2
C3filtr,opp(S) ReflP10−semistable/S,µ=0/S(S ×P
2/T)
C3filtr,opp,R(S) ReflP10−semistable/S,µ=0/S (S ×P
2/Tτ )
3.4 Transversalité
3.4.1 Une ltration
Revenons à la onstrution du bré de Rees sur S ×A1 assoiée à un bré vetoriel V
sur S muni d'une ltration F• par des sous-brés vetoriels strits de sorte que la ltration
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soit exhaustive et déroissante. On obtient un bré ξ(V ,F•) Gm-équivariant sur S ×A1 pour
l'ation par translation dans la diretion de la droite ane et triviale dans l'autre diretion.
Supposons que le bré vetoriel V sur S soit muni d'une onnexion intégrable
∇ : V → ΩS ⊗OS V .
Alors V est muni d'une ation du bré tangent T (S) déduite de la onnexion. Elle est donnée
par
T (S)⊗OS V → V ,
η ⊗ v 7→ ∇(v)(η).
Lemme 33. [Si1℄ Soit V un bré vetoriel sur S muni d'une onnexion intégrable ∇. Supposons
aussi que V est muni d'une ltration exhaustive et déroissante par des sous-brés strits. Alors
(F•,∇) satisfait la transversalité de Grith ∇(Fp) ⊂ ΩS ⊗OS Fp−1 si et seulement si l'ation
de T (S) sur V s'étend à une ation Gm-invariante du faiseau T (S ×A1/A1)(−S × {0}) des
hamps de veteurs relatifs qui s'annulent au premier ordre suivant S×{0} sur le bré ξ(V ,F•).
Preuve: Comme la question est loale sur S, on peut supposer que V = ⊕pVp est une somme
de brés vetoriels triviaux et que la ltration par des sous-brés est donnée par Fp = ⊕q≥pVq
(dans le langage de la onstrution du bré de Rees relatif on se plae sur un ouvert ane Si
trivialisant le bré vetoriel). La onnexion ∇ est donnée en terme de la onnexion triviale d
par ∇ = d+A, où A est une 1-forme à valeur dans End(V). On peut déomposer A en somme
direte A = ⊕p,qAp,q où Ap,q est une 1-forme à valeurs dans Hom(V p, V q). La transversalité de
Grith est alors équivalente à
Ap,q = 0 pour q < p− 1.
Comme remarqué préédement, on peut érire
ξ(V ,F•) = ⊕pu−pOA1 ⊗ Vp.
L'ation de Gm induit un isomorphisme ϕ = ⊕pϕp
ϕ : ξ(V ,F•) ∼= ⊕pOA1 ⊗ Vp,
où ϕp agit sur OA1 ⊗ Vp par multipliation par up.
On peut étendre la onnexion ∇ à une ation Gm-invariante du hamps des veteurs
tangents relatifs dans la diretion de S. Elle est donnée en terme de l'isomorphisme ϕ par la
èhe en pointillés qui rend le diagramme suivant ommutatif
T (S ×A1/A1)⊗ ξ(V ,F•)
id⊗ϕ
ξ(V ,F•)
T (S ×A1/A1)⊗⊕pOA1 ⊗ Vp id⊗∇ ⊕pOA1 ⊗ Vp
ϕ−1
.
Les éléments du hamps tangent sont érits sous la forme
∑
i u
iηi où les vetreurs ηi sont tan-
gents à S. L'ation d'un élément
∑
i u
iηi sur ξ(V ,F•) = ⊕pu−pOA1 ⊗Vp est donnée par la ma-
trie
∑
i u
iA(ηi) i.e. que l'image d'un élément
∑
p u
−pvp par
∑
i u
iηi est
∑
i,p,q u
i−pAp,q(ηi)vq.
Lorsqu'on transporte ei par l'isomorphisme ϕ, l'ation sur ⊕pOA1 ⊗ Vp est donnée par la
matrie
∑
i,p,q u
i−p+qAp,q(ηi). C'est l'ation sur un voisinage d'un point de S × {0}. L'ation
s'étend sur S × {0} si et seulement si les termes en puissane de u négatives s'annulent. Ainsi
la ondition que ette ation s'étende à tout hamps de veteur de la forme
∑
i≥1 u
iηi, i.e. les
hamps de veteurs relatifs qui s'annulent au premier ordre suivant S × {0}, est équivalente à
la ondition Ap,q = 0 pour q < p− 1 qui est la ondition de transversalité de Griths.

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4 Fibrés vetoriels sur le plan projetif et strutures de
Hodge mixtes
4.1 Rappels sur les strutures de Hodge mixtes
4.1.1 Dénitions
Strutures de Hodge pures
Dénition 37. Une struture de Hodge pure de poids n, (HZ, (HC, F
•)), est la donnée d'un
Z-module de type ni HZ tel que HC = C⊗ZHZ soit muni d'une ltration nie déroissante
F • telle que :
HC = F
0HC ⊃ ... ⊃ F pHC ⊃ F p+1HC ⊃ ... ⊃ Fn+1HC = {0} et
F pHC ⊕ F qHC = HC
pour tous les ouples (p, q) tels que p+ q = n+1, où F
•
est la ltration omplète déduite de F •
par onjugaison omplexe par rapport à la struture réelle sous-jaente sur HR = R⊗ZHZ.
Exemple : Struture de Hodge de Tate T 〈−p〉. C'est l'unique struture de Hodge pure de type
(−p,−p) et de réseau entier (2πi)pZ.
La dénition préédente est équivalente à une déomposition de HC en somme direte
HC = ⊕p+q=nHp,q telle que Hp,q = Hq,p. L'équivalene est donnée dans un sens par {Hp,q} 7→
F p = ⊕p′≥pHp′,n−p′ et dans l'autre sens par F • 7→ Hp,q = F p ∩ F q.
Strutures de Hodge mixtes
Dénition 38. Une struture de Hodge mixte sur un espae HQ onsiste en les données suiv-
antes :
(i) Une ltration roissante W• sur HQ appelée ltration par le poids.
(ii) Une ltration déroissante appelée ltration de Hodge F • sur H = HQ⊗QC qui induit
ave sa ltration onjuguée par rapport à la struture réelle sous-jaente HR = HQ ⊗Q R, F •
une struture de Hodge pure de poids n sur GrWn H =Wn ⊗Q C/Wn−1 ⊗Q C.
Dans le (ii), la ltration F •GrWn H induite par F
•
sur GrWn H est donnée par les quotients
suessifs :
F pGrWn H = (F
p ∩ (Wn ⊗Q C) +Wn−1 ⊗Q C))/Wn−1 ⊗Q C.
Pour être plus préis la ondition (ii) signie que F •GrWn H et F
•
GrWn H sont n-opposées
sur GrWn H e qui signie, d'après la première partie que Gr
p
F•GrWn H
Grq
F
•
GrWn H
H = 0 seulement
si p+ q 6= n où F • est la ltration onjuguée à la ltration de Hodge par rapport à la struture
réelle sous-jaente HR = HQ ⊗Q R.
Nous n'utiliserons par la suite, ni la struture rationnelle HQ, ni le réseau entier HZ. Il
nous sura de onsidérer la ltration par le poids sur HC = HQ ⊗Q C que nous noterons W•
alors que nous la notions WC ⊗QC. Préisons les diérents ontextes dans les quels nous nous
plaerons.
Dénition 39.
(i) Soit CatCRZ−MHS la atégorie des strutures de Hodge mixtes omme dénies i-dessus (au
sens usuel). Les morphismes sont les morphismes de réseaux entiers tels que les morphismes
induits au niveau des ltrations soient stritement ompatibles aux ltrations.
(ii) Soit CatCR−MHS la atégorie des strutures de Hodge mixtes sans strutures entière et
rationnelle sous-jaentes. Les objets sont les R-espaes vetoriels ltrés (HR,W•) (ltration par
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le poids) tels que H = HR ⊗R C soit muni d'une ltration appelée ltration de Hodge de sorte
que F • et F
•
soient des ltrations n-opposées sur GrWn H. Les morphismes sont les morphismes
de R-espaes vetoriels stritement ompatibles à la ltration par le poids qui induisent des
morphismes stritement ompatibles à toutes les ltrations sur les C-vetoriels.
(iii) Soit CatC−MHS la atégorie des strutures de Hodge mixtes omplexes sans struture réelle,
rationnelle ou entière sous-jaente. Les objets sont des C-espaes vetoriels H munis de trois
ltrations (W•, F
•, Fˆ •) opposées. Les morphismes sont les morphismes stritement ompatibles
aux ltrations.
On onsidère les fonteurs oublis suivants entre es diérentes atégories de strutures
de Hodge :
Φz : CatCRZ−MHS → CatCR−MHS qui est le fonteur oubli de la struture entière et rationnelle
sous-jaente à une struture de Hodge mixte au sens usuel.
Φr : CatCR−MHS → CatC−MHS qui est le fonteur oubli de la struture réelle sous-jaente.
On peut dénir un fonteur de CatC−MHS vers CatCR−MHS de la façon suivante (f
[Si2℄) :
Nous avons don les fonteurs suivants :
CatCRZ−MHS Φz CatCR−MHS Φr CatC−MHS
H→H⊕H
.
Les fonteurs Φr et H → H ⊕ H ne sont pas adjoints. Si l'on part d'un objet de
CatCR−MHS dont l'espae vetoriel sous-jaent est de rang n, alors l'espae vetoriel sous-
jaent de l'image dans ette même atégorie par la omposée de es deux fonteurs est de rang
2n.
Par la suite, lorsque rien ne sera préisé, lorsqu'on parlera de struture de Hodge mixte on
se plaera dans la atégorie CatCR−MHS . On pourra toujours penser en terme de strutures de
Hodge au sens usuel i.e. que e sont des objets de CatCRZ−MHS mais les informations que nous
fournira l'étude suivante seront toutes ontenues dans les images de es objets par le fonteur
oubli Φz.
Dénition 40. Soit H une struture de Hodge mixte. Les nombres entiers
hp,q = dimCGr
p
F•Gr
W•
m H
où p+ q = m sont appelés les nombres de Hodge de la struture de Hodge mixte H.
Ces nombres généralisent les nombres de Hodge dimension des sous-espaes Hp,q où
p+ q = n pour une struture de Hodge pure de poids n. Ils peuvent être non nuls en dehors de
la droite d'équation p+ q = n.
Remarque : Par la propriété de onjugaison des ltrations F • et F
•
assoiées à une struture
de Hodge mixte dans CatCRZ−MHS ou dans CatCR−MHS on voit que les nombres de Hodge
des strutures de Hodge au sens usuel ou des strutures de hodge réelle sont symétriques i.e.
pour tout (p, q) on a hp,q = hq,p. Une telle propriété n'est pas vériée en général pour les stru-
tures de Hodge omplexes puisque les ltrations de Hodge F • et Fˆ • sont dénies indépendement.
Dénition 41. Soit H une struture de Hodge mixte donnée on note EH le sous-ensemble de
Z × Z formé par les ouples (p, q) ∈ Z × Z tels que les nombres de Hodge hp,qH sont non nuls.
Cet ensemble est appelé le type de la struture de Hodge H.
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Dénition 42. La struture de Hodge T 〈k〉 est l'unique struture de Hodge de rang 1, de type
(−k,−k) et de réseau entier (2πi)kZ.
Remarque : Soit H une struture de Hodge mixte et k ∈ Z, alors les types de H et H ⊗ T 〈k〉
sont liés par : EH⊗T 〈k〉 = {(p− k, q − k) ∈ Z× Z|(p, q) ∈ EH}.
Pour les ltrations on a les relations pour p, q, n ∈ Z3 :
F p(H ⊗ T 〈k〉) = F p+k(H),
F
q
(H ⊗ T 〈k〉) = F q+k(H),
Wn(H ⊗ T 〈k〉) =Wn+2k(H),
et
{
hp,qH⊗T 〈k〉 = h
p+k,q+k
H .
Dénition 43. (i) La longueur d'une struture de Hodge mixte est la longueur du plus grand
intervalle [a, b] tel que Wm/Wm−1 6= 0 pour tout m ∈ {a, b}. a et b sont le plus bas et le plus
haut poids et la longueur est égale à b− a. Une struture de longueur 0 est une struture pure.
(ii) Le niveau d'une struture de Hodge mixte est la longueur du plus grand intervalle [c, d] tel
que Fp/Fp−1 6= 0 pour tout p ∈ {c, d}. Le niveau est égal à b−a. Par symétrie des strutures de
Hodge. Une struture de niveau 0 est une tensorisation de strutures de Hodge de Tate T 〈−p〉k
pour k ∈ Z.
4.1.2 Strutures de Hodge mixtes R-sindées
Contrairement au as des strutures de Hodge pures, on ne pas en général trouver de
sindement ompatible à toutes les ltrations qui omposent une struture de Hodge mixte H .
Cei est dû au fait remarqué dans la partie 1 que ontrairement aux as des espaes biltrés,
on ne peut pas en général trouver de sindement ompatibles aux trois ltrations omposant
un espae vetoriel triltré.
Rappelons un lemme de Deligne, important dans l'étude des struture de Hodge mixtes.
Bien que les strutures de Hodge mixte n'admettent pas en général de déomposition en une
somme direte de "(p, q)-sous-espaes" omme les strutures pures, 'est-à-dire de graduation
ompatible aux trois ltrations, les espaes anoniquement dénis i-dessous ont des propriétés
de déomposition trés utiles :
Ip,q = (F p ∩Wp+q) ∩ (F q ∩Wp+q +
∑
i≥1
F
q−i ∩Wp+q−i−1).
En eet,
Lemme 34. [Del2℄
(i) Ip,q = I
q,p
mod Wp+q−2.
(ii) Wm = ⊕p+q≤mIp,q.
(iii) F p = ⊕i≥p ⊕q Ii,q.
(iv) La projetion Wm → GrWmH induit un isomorphisme pour p+ q = m de Ip,q vers le sous-
espae de Hodge (GrWmH)
p,q
.
Quitte à hanger les indies, ette déomposition anonique en sous-espaes Ip,q donne
deux bigraduations anoniques HC = ⊕p,qIp,q assoiées aux paires de ltrations (W•, F •) et
(W•, F
•
). La première bigraduation, assoiée à (W•, F
•) est donnée diretement par le lemme
préédent, la deuxième assoiée à (W•, F
•
) est donnée parWm = ⊕p+q≤mIp,q et F q = ⊕i≥q⊕p
I
i,p
. Ces deux bigraduations ne sont pas ompatibles à moins que l'on ne soit dans le adre de
la dénition suivante :
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Dénition 44. Une struture de Hodge mixte H = (HR,W•, F
•, F
•
) est dite R-sindée si les
espaes Ip,q dénis de façon anonique vérient la ondition : pour tous p, q Ip,q = I
q,p
.
Dans le as où la struture de Hodge mixte H = (HR,W•, F
•, F
•
) est sindée, on a :
F p∩F q = ⊕p′≥p,q′≥qIp′,q′ . Ce qui signie que les trois ltrations sont simultanéement sindées.
Remarque : D'après le lemme 34 p.91, (i), les strutures de Hodge mixtes de longueur inférieure
à 1 sont toutes R-sindées. En partiulier les strutures de Hodge pures sont R-sindées.
4.2 Ditionnaire strutures de Hodge-brés vetoriels
Dans ette setion nous allons appliquer les onstrutions établies dans la première partie
au as où les ltrations proviennent d'une strutures de Hodge mixte.
4.2.1 Constrution dans le as où les ltrations proviennent d'une struture de
Hodge mixte
Une struture de Hodge mixte est essentiellement la donnée de trois ltrations (W•, F
•, F
•
)
ave ertaines relation d'inidene (elles sont opposées). Soit H = (HR,W•, F
•, F
•
) une stru-
ture de Hodge mixte. Nous allons onstruire un bré sur P2 assoié à ette struture de Hodge
mixte. Rappelons que dans la onstrution du bré de Rees assoié à trois ltrations nous par-
tions de trois ltrations exhaustives et déroissantes. Pour aratériser la struture de Hodge
mixte, nous prendrons don ii non plus la ltration par le poids qui est roissante mais la
ltration déroissante assoié à la ltration par le poids. Rappelons que l'on dénit la ltration
déroissante notée W • assoiée à la ltration roissante W• de HR par,
pour tout p ∈ Z, W p =W−p.
Les trois ltrations déroissantes obtenues sont alors opposées. En eet les ltrations de départ
forment une struture de Hodge mixte i.e. que F • et F
•
sont n-opposée sur GrWn (dans [Del2℄
on dit que les ltrations de Hodge, sa ltration opposée et la ltration déalée W [n]• sont
opposées). On a don
pour tous (p, q) tels que p+ q − n 6= 0, GrpFGrqFGr
W•
n H = 0,
et de façon équivalente
pour tous (p, q) tels que p+ q + n 6= 0, GrpFGrqFGr
n
W•H = 0.
Ainsi à une struture de Hodge mixte H = (HR,W•, F
•, F
•
) on assoie un espae ve-
toriel omplexe triltré (H,W •, F •, F
•
) dont les ltrations sont opposées.
Dénition 45. Le bré de Rees sur le plan projetif P2 assoié à la struture de Hodge
mixte H = (HR,W•, F
•, F
•
) est le bré de Rees onstruit à partir de l'espae vetoriel triltré
(H,W •, F •, F
•
).
ξP2(H) := ξP2(H,W
•, F •, F
•
).
De l'étude faite dans la partie 1 il vient :
Proposition 35.
(i) ξP2(H)(1:1:1) ∼= H.
(ii) ξP2(H)(1:0:0) ∼= ⊕p,qGrpF•GrqF •H.
(iii) ξP2(H)(0:1:0) ∼= ⊕p,qGrpF•GrqW•H ∼= ⊕p,qGrpF•Gr−qW•H.
(iv) ξP2(H)(0:0:1) ∼= ⊕p,qGrpF•Gr
q
W•H
∼= ⊕p,qGrpF •Gr
−q
W•
H.
(v) ξP2(H)(1:1:0) ∼= ⊕qGrqF •H.
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(vi) ξP2(H)(1:0:1) ∼= ⊕pGrpF •H.
(vii) ξP2(H)(0:1:1) ∼= ⊕nGrnW•H ∼= ⊕nGr−nW•H.
Ces isomorphismes donnent une orrespondane entre les fonteurs bres et les fonteurs gradués
assoiés aux trois ltrations.
Le brés de Rees assoié à la struture de Hodge mixte H peut être vu omme une façon
de transformer les espaes bigradués les uns en les autres. En eet les bres anoniques aux
trois points origines des artes anes sont isomorphes aux espaes bigradués assoiés à haune
des paires de ltrations.
Exemples : Donnons quelques exemples :
• Le bré assoié à une struture de Hodge de Tate T 〈−k〉 est le bré trivial Tτ -équivariant
ξ−2k,k,k
P2
dérit dans la partie 1.
• Le bré assoié à une struture de Hodge pure de poids n, H = ⊕p,q, p+q=nHp,q est le bré
Tτ -équivariant
ξP2(H) = ⊕p,q, p+q=nξ−n,p,qP2 dimCH
p,q
.
4.2.2 Ditionnaire strutures de Hodge-brés sur P2
Comme onséquene direte des théorèmes 2 p.57 et 3 p.63, il vient :
Théorème 5. La onstrution du bré de Rees sur P2 assoié à un espae vetoriel triltré
établit les équivalenes de atégories entre :
• La atégorie des strutures de Hodge mixtes réelles CatCR−MHS et la atégorie des brés ve-
toriels Tτ -équivariants P10-semistables de pente µ = 0 munie des morphismes T
τ
-équivariants
dont les singularités des onoyaux sont en odimension 2, supportées au point (1 : 0 : 0) :
{CatCR−MHS}
ΦR {FibP10−semistables,µ=0(P2/Tτ )}ΦI .
• La atégorie des strutures de Hodge mixtes omplexe CatC−MHS et la atégorie des brés
vetoriels T-équivariants P10-semistables de pente µ = 0 munie des morphismes T-équivariants
dont les singularités des onoyaux sont en odimension 2, supportées au point (1 : 0 : 0) :
{CatC−MHS}
ΦR {FibP10−semistables,µ=0(P2/T)}ΦI .
Ce théorème donne une démonstration géométrique des faits suivants (Théorème (1.3.16),
[Del2℄ pour CatCR−MHS et [Si2℄ pour CatC−MHS) :
Corollaire 13.
• La atégorie des strutures de Hodge mixtes réelles CatCR−MHS est abélienne.
• La atégorie des strutures de Hodge mixtes omplexes CatC−MHS est abélienne.
• Les fonteurs oubli des ltrations, GrW , GrF , GrF et GrWGrF ∼= GrFGrW ∼= GrWGrF ∼=
GrFGrW de CatCR−MHS ou CatC−MHS dans la atégorie des espaes vetoriels omplexes
sont exats.
Preuve: Les deux premiers points sont des onséquenes diretes du fait que les atégories de
brés vetoriels présentes dans les équivalenes sont abéliennes omme établi dans la première
partie.
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Considérons une suite exate de strutures de Hodge mixtes
0
i
A H
π
B 0 .
D'après l'étude faite dans la setion suites exates et µ-semistabilité da la partie 1, la suite
exate de faiseaux assoiée dans FibP10−semistables,µ=0(P2/Tτ ) est
0 ξP2(A)
i
ξP2(H)
π∗∗
ξP2(B) 0 .
Elle provient de la suite exate de faiseaux
0 ξP2(A)
i
ξP2(H)
π Coker(i) 0 ,
qui fournit la suite exate
0 ξP2(A)
i
ξP2(H)
π∗∗
ξP2(B) T 0 ,
ave ξP2(B) = Coker(i)∗∗ et 0 Coker(i) ν ξP2(B) T 0 .
Le support de T est inlu dans le point (1 : 0 : 0) don pour tout x ∈ P2\{(1 : 0 : 0)} on
a la suite exate ourte
0 ξP2(A)x
i
ξP2(H)x
π∗∗
ξP2(B)x 0 ,
e qui permet de onlure en hoisissant x de façon adéquate et en utilisant la proposition 35
p.92.

Ditionnaire : Strutures de Hodge mixtes-Fibrés équivariants.
Catégorie de strutures de
Hodge mixtes
Catégorie de brés équivariants
sur P2
CatCR−MHS,scind FibP10−semistables,µ=0,scind(P
2/Tτ )
CatCR−MHS FibP10−semistables,µ=0(P
2/Tτ )
CatC−MHS,scind FibP10−semistables,µ=0,scind(P
2/Tτ )
CatC−MHS FibP10−semistables,µ=0(P
2/T)
4.2.3 Struture de Hodge mixte indéomposable
Soit ξP2(H) le bré de Rees assoié à une strutures de Hodge mixte H . On dit qu'un
b¯e équivariant E sur P2 est indéomposable s'il n' est pas somme direte de deux sous-brés
équivariants. On peut déomposer tout bré G-équivariant sur le plan projetif, où G = T ou
Tτ , sur le plan projetif en somme direte de sous-brés G-équivariants
E = ⊕iEi,
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où les Ei sont des sous-brés G-équivariants indéomposables.
Notons par Hi la struture de Hodge assoiée au bré G-équivariant Ei, on a alors la
déomposition
H = ⊕iHi.
Dénition 46. Une struture de Hodge mixte est dite indéomposable si le bré de Rees équiv-
ariant qui lui est assoié est indéomposable.
La déomposition H = ⊕iHi est appelé déomposition de la struture de Hodge mixte H
en strutures de Hodge mixtes indéomposables.
Remarquons la relation entre le type de H et les types des termes indéomposables Hi
EH = ∪iEHi .
Lemme 35. Soient A et B deux strutures de Hodge mixtes séparées, de déomposition A =
⊕iAi et B = ⊕jBj , alors
Ext1MHS(B,A) = ⊕i,jExt1MHS(Bj , Ai).
4.3 Invariants disrets de strutures de Hodge mixtes, dénition du
niveau de R-sindement
4.3.1 Classe d'une struture de Hodge mixte dans K0(P
2,T)
Soit H = (HR,W•, F
•, F
•
) une struture de Hodge mixte. On dénit sa lasse dans
K0(P
2,T) omme étant la lasse du bré équivariant assoié
[H ] = [ξP2(H)] ∈ K0(P2,T).
D'après l'étude du K0 faite dans la partie 1, la lasse du bré de Rees assoié à trois ltrations
est dérite par les entiers dimensions des gradués et bigradués assoiés aux ltrations. Dans le
as où les ltrations proviennent d'une struture de Hodge mixte es entiers sont dérits par
les nombres de Hodge, les hp,q dénis pour tout (p, q) par hp,q = dimCGr
p
FGr
−p−q
W H et les
nombres entiers suivants
Dénition 47. On dénit les entiers "sp,q" par
sp,q = dimCGr
p
FGr
q
F
H.
Ces entiers vont jouer un rle important par la suite pour mesurer la omplexité d'une
struture de Hodge mixte.
D'après la setion Calul expliite de K0(P
2,T) et lasse des bré de Rees et la propo-
sition 25 p.67 on a :
Proposition 36. Soit H = (HR,W•, F
•, F
•
) un objet de CatCR−MHS, alors la lasse de
ξP2(H) dans K0(P
2,T) est donnée par
[ξP2(H)]K0(P2,T) = ((PA0 , PA1 , PA2), (PGm12 , PGm02 , PGm01), PG2m),
où,
• PA0 =
∑
p,q h
p,q up0v
q
0,
• PA1 =
∑
p,q h
p,q up1v
q
1,
• PA2 =
∑
p,q s
p,q up2v
q
2,
• PGm12 =
∑
n(
∑
p,q,p+q=n h
p,q) un12,
• PGm02 =
∑
p(
∑
q h
p,q) up12 =
∑
p(
∑
q s
p,q) up12,
• PGm01 =
∑
q(
∑
p h
p,q) uq12 =
∑
q(
∑
p s
p,q) uq12,
• PG2m = dimCV =
∑
p,q h
p,q =
∑
p,q s
p,q
.
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Soit H = ⊕iHi la déomposition de la struture de Hodge mixte H en fateurs indéom-
posables. On a alors,
[ξP2(H)]K0(P2,T) = ⊕i[ξP2(Hi)]K0(P2,T),
et don
sp,qH =
∑
i
sp,qHi .
4.3.2 Dénition du niveau de R-sindement des strutures de Hodge mixtes
Dans ette sous-setion, omme partout où l'on parlera de la notion de niveau de R-
sindement d'une struture de Hodge mixte, une struture de Hodge mixte sera une struture
de Hodge mixte réelle i.e. un objet de CatCR−MHS .
Les entiers hp,qH sont les nombres de Hodge lassiques assoiés aux strutures de Hodge
mixtes. Dans le as où la struture de Hodge mixte H est R-sindée, pour tous p, q ∈ Z on a
l'égalité :
hp,qH = s
p,q
H ,
en eet hp,qH = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•Gr
p+q
W•
HC = dimCI
p,q = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•HC = s
p,q
H .
Ce n'est pas vrai en général omme nous le verrons par la suite. Le alul des invariants du
bré de Rees assoié à une struture de Hodge mixte onstruit va nous permettra de voir à quel
point les entiers sp,qH sont prohes des nombres de Hodge h
p,q
H , 'est à dire de voir si la struture
de Hodge mixte est prohe de la struture de Hodge mixteR-sindée qui lui est assoiée [C-K-S℄.
Proposition 37. Soit ξP2(HC,W
•
. , F
•, F
•
) le bré sur P2 assoié à la struture de Hodge
mixte (HQ,W•, F
•, F
•
), alors :
h(ξP2(HC,W
•
. , F
•, F
•
)) = dimCHC +
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(sp,qH − hp,qH )w4
et don :
2(ξP2(HC,W
•
. , F
•, F
•
)) =
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(hp,qH − sp,qH )w4.
Preuve: Nous pouvons donner deux preuves de ette proposition à l'aide la première partie.
Pour la première, on applique la proposition 7 p.53 dans le as où l'espae vetoriel tril-
tré provient d'une struture de Hodge mixte ave (V, F •0 , F
•
1 , F
•
2 ) = (HC,W
•
. , F
•, F
•
). D'où
dimCGr
q
F•2
GrpF•1
V = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•HC = s
p,q
H et dimCGr
q
F•2
GrpF•1
Gr−p−qF•0
V = dimCGr
q
F
•Gr
p
F•Gr
W•.
−p−qHC =
hp,qH e qui donne la relation.
La deuxième preuve onsiste à déduire le aratère de Chern du bré de sa lasse dans
K0(P
2,T) en oubliant l'ation.

Cei nous amène à dénir le niveau de R-sindement omme il suit :
Dénition 48. Le niveau de R-sindement d'une struture de Hodge mixte (HQ,W•, F
•, F
•
)
est le nombre entier :
α(H) = 2(ξP2(H)) = −h2(ξP2(HC,W •. , F •, F
•
)) =
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(hp,qH − sp,qH ).
Cette dénition onstitue une généralisation de la notion de struture de Hodge R-
sindée.
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Proposition 38. Soit H une struture de Hodge mixte réelle, alors
α(H) = 0⇐⇒ La struture de Hodge mixte H est R-sindée.
Preuve: Si (HQ,W•, F
•, F
•
) est une struture de Hodge R-sindée alors α(H) = 0. Reipro-
quement supposons que l'invariant α soit égal à zéro, le bré de Rees assoiés aux ltration est
alors trivial, e qui signie que les sindements sont les mêmes sur haunes des artes anes.
Le sindement sur la arte de (W•, F
•) par les Ip,q est don le même que le sindement par les
Sp,q = GrpF•Gr
q
F
•HC, sindement sur la arte de (F
•, F
•
). Les Sp,q étant envoyés sur les Sq,p,
on a Ip,q = I
q,p
pour tout (p, q), e qui prouve que la struture est R-sindée.
La réiproque peut aussi se voir de la façon qui suit : si α(H) = 0, alors les lasses de
Chern du bré sur le plan projetif omplexe sont nulles et par la théorie de Donaldson e bré
est don trivial et don la struture de Hodge mixte à laquelle il est assoié est sindée.

Remarques : • Notons H ′ = (HC,W•, e−i.δ.F •) la struture de Hodge mixte R-sindée as-
soiée à la struture de Hodge mixte H = (HC,W•, F
•). On vérie que l'on a bien pour tous
(p, q) hp,qH′ = s
p,q
H′ = dimC I
p,q
et don α(HC,W•, e
−i.δ.F •) = 0.
• Pour des raisons de dimension, on a ∑p,q(hp,qH − sp,qH ) = 0.
• De même∑
p,q
(p+ q)(hp,qH − sp,qH ) =
∑
p
p(
∑
q
hp,qH − sp,qH ) +
∑
q
q(
∑
p
hp,qH − sp,qH )
=
∑
p
p(dimCF
q − dimCF q) +
∑
q
q(dimCF
p − dimCF p)
= 0.
• Il paraît possible que deux strutures de Hodge mixtes H et H ′ aient les mêmes nombres de
Hodge, des niveaux de R-sindement α(H) et α(H ′) égaux mais que leurs nombres hp,qH et s
p,q
H
ne soient pas tous égaux.
• On peut démontrer diretement par des onsidérations d'algèbre linéaire la deuxième impli-
ation démontrée dans la proposition préédente. Supposons que α(H) = 0 pour une stru-
ture de Hodge mixte H . On veut montrer que dans e as pour tous (p, q) Ip,q = I
q,p
. Sup-
posons que e ne soit pas le as. Munissons Z2 de l'ordre lexiographique. Soit (p0, q0) le plus
grand des éléments (p, q) tels que Ip,q 6= Iq,p (rappelons que l'on a toujours égalité modulo
Wp+q−2). Soit I
p0,q0
0 le sous-espae vetoriel de I
p0,q0
de dimension maximale vériant l'égalité
Ip0,q00 = I
q0,p0
0 . Il est donné par I
p0,q0
0 = I
p0,q0 ∩ Ip0,q0 . On a par hypothèse Ip0,q00 ( Ip,q.
Ainsi, omme pour tous (p, q) ≥ (p0, q0) l'égalité hp,q = sp,q est vériée, on en déduit l'iné-
galité sp0,q0H = dimC I
p0,q0
0 < dimC I
p0,q0 = hp0,q0H e qui ontredit l'hypothèse ar le terme
orrespondant dans la formule de α ontribue stritement positivement.
4.4 Comportement du niveau de R-sindement par opérations sur les
strutures de Hodge mixtes
Dans ette partie nous allons étudier le omportement de α lors des diérentes opérations
qui peuvent être faites sur des strutures de Hodge mixtes. Ces opération sont héritées de la
struture de atégorie abélienne et tensorielle de la atégorie des strutures de Hodge mixtes.
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Théorème 6. Pour H et H ′ deux strutures de Hodge mixtes :
(i) pour tout k ∈ Z, α(H ⊗ T 〈k〉) = α(H).
(ii) α(H∗) = α(H) où H∗ = HomSHM (H,T 〈0〉).
(iii) α(H ⊕H ′) = α(H) + α(H ′).
(iv) α(H ⊗H ′) = dim(H ′).α(H) + dim(H).α(H ′).
Preuve: (i)
α(H ⊗ T 〈k〉) = 1
2
∑
(p,q)∈EH⊗T 〈k〉
(p+ q)2(hp,qH⊗T 〈k〉 − sp,qH⊗T 〈k〉)
=
1
2
∑
(p+k,q+k)∈EH
(p+ q)2(hp,qH⊗T 〈k〉 − sp,qH⊗T 〈k〉)
=
1
2
∑
(p,q)∈EH
(p+ q)2(hp−k,q−kH⊗T 〈k〉 − sp−k,q−kH⊗T 〈k〉 )
= α(H),
d'après la remarque préédente.
(ii) Il sut d'érire que EH∗ = {(−p,−q)|(p, q) ∈ EH , sp,qH∗ = s−p,−qH et hp,qH∗ = h−p,−qH }, l'égalité
en déoule ar tous les oeients p+ q sont au arré.
(iii) EH⊕H′ = EH ∪ EH′ . Les ltrations de Hodge et la ltration déroissante assoiée à la l-
tration par le poids de H ⊕H ′ se déduisent des ltrations respetives de H et H ′ par somme
direte. Les dimensions des quotients sont don failes à aluler, on en déduit : pour p, q entiers,
hp,qH⊕H′ = h
p,q
H + h
p,q
H′ et s
p,q
H⊕H′ = s
p,q
H + s
p,q
H′ . En déoule la formule voulue.
(iv) D'après le lemme ?? :
ξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)⊗(HC′,W •. ′, F •′, F
•′)) ∼= ξP2((HC,W •. , F •, F
•
))⊗ξP2((HC′,W •. ′, F •′, F
•′)).
Don :
hξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)⊗ (HC′,W •. ′, F •′, F
•′)) =
h(ξP2 ((HC,W
•
. , F
•, F
•
))).h(ξP2((HC
′,W •.
′, F •′, F
•′))).
Or les trois ltrations onstituant une struture de Hodge étant mixte étant opposées, on a :
h1(ξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)) = 0 et de même h1(ξP2((HC
′,W •.
′, F •′, F
•′)) = 0. Ainsi :
2(ξP2 ((HC,W
•
. , F
•, F
•
)⊗ (HC′,W •. ′, F •′, F
•′))) =
dimC(HC
′).2(ξP2((HC,W
•
. , F
•, F
•
)))+dimC(HC).2(ξP2((HC
′,W •.
′, F •′, F
•′))).
Qui est l'égalité herhée.

On peut don, d'après le (iii) du théorème, aluler α fateurs indéomposables par
fateurs indéomposables.
Corollaire 14. Soit H un struture de Hodge mixte et H = ⊕iHi sa déomposition en fateurs
indéomposables, on a alors
α(H) =
∑
i
α(Hi).
Soient A = (AZ,W
A
• , F
•
A, F
•
A) et B = (BZ,W
B
• , F
•
B , F
•
B) deux strutures de Hodge
mixtes. Nous pouvons alors dénir suivant [M℄ ou [C℄ le groupe d'extension de B par A dans
la atégorie des strutures de Hodge mixtes, noté Ext
1
MHS(B,A). C'est à dire l'ensemble des
lasses d'équivalene à ongruene prés des suites exates de strutures de Hodge mixtes :
0 A
i
H
π
B 0
Pour une struture de Hodge mixte H remplissant une telle suite exate, on érira : H ∈
Ext
1
MHS(B,A). On a bien sûr : EH = EA∪EB . Nous noterons pour tous p, q ∈ Z sp,qH (resp. sp,qA ,
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sp,qB ) les entiers suivants dimCGr
q
F
•
H
GrpF•
H
HC (resp. dimCGr
q
F
•
A
GrpF•
A
AC, dimCGr
q
F
•
B
GrpF•
B
BC).
On utilisera le même type de notation pour les nombres de Hodge hp,qH ,h
p,q
A et h
p,q
B .
Pour H ∈ Ext1MHS(B,A) nous avons les égalités suivantes pour les nombres de Hodge :
Pour tous p, q ∈ Z, hp,qH = hp,qA + hp,qB
Une telle égalité pour les entiers sp,q n'est pas vraie en général e qui met en évidene la
sur-additivité de l'invariant α :
Théorème 7. Soient A et B deux strutures de Hodge mixtes et H ∈ Ext1MHS(B,A), alors :
α(H) ≥ α(A) + α(B)
Preuve: Considérons la suite exate de strutures de Hodge mixtes qui donne l'extension
0 A
i
H
π
B 0 .
On en déduit, omme dans la preuve du orollaire 13 p.93 la suite exate de faiseaux sur P2
0 ξP2(A)
i
ξP2(H)
π∗∗
ξP2(B) T 0 ,
où T est de torsion. D 'après le lemme 30, h2(T ) ≥ 0. Or h2(T ) = −2(T ) ar le faiseau
T est supporté en odimension 2 don 1(T ) = 0. L'inégalité se déduit don de la relation
2(ξP2(A)) + 2(ξP2(B)) = 2(ξP2(H)) + 2(T ).

Corollaire 15. Soit H une struture de Hodge mixte, alors : α(H) ≥ 0.
Preuve: Toute struture de Hodge mixte peut être dérite omme extension suessive de stru-
tures de Hodge pures. En eet, si H est une struture de Hodge dont les poids varient entre 0 et
2n par exemple (on peut s'y ramener en tensorisant par une struture de Hodge de Tate, e qui
ne hange pas la valeur de α d'après la proposition 6 p.98), on aH ∈ Ext1MHS(GrW2nH,W2n−1H).
Ainsi par la proposition préédente α(H) ≥ α(W2n−1H) + α(GrW2nH) = α(W2n−1H) ar
α(GrW2nH) = 0, Gr
W
2nH étant une struture de Hodge pure de poids 2n. De même W2n−1H ∈
Ext
1
MHS(Gr
W
2n−1H,W2n−2H) et don α(H) ≥ α(W2n−1H) ≥ α(W2n−2H). En poursuivant
ainsi :
α(H) = α(W2nH) ≥ α(W2n−1H) ≥ α(W2n−2H) ≥ ... ≥ α(W0H) = 0,
ar W0H est une struture de Hodge pure.

Remarques : • Ave Drézet et de Le Potier, [Dr-LeP℄, on voit que les brés vetoriels
ξP2(H
k(X,C),W •. , F
•, F
•
) sont onnus. En eet, on est dans le as où r > 1,c1 = 0 et c2 ≤ 0.
• SoientA etB deux strutures de Hodge mixtes, il existem(A,B) ∈ Z (m = m(h.,.A , h.,.B , t.,.A , t.,.B ))
tel que pour tout H ∈ Ext1MHS(B,A) : α(H) ∈ [α(A)+α(B),m(A,B)]. On a même plus : pour
tout p ∈ [α(A) + α(B),m(A,B)] il existe H ∈ Ext1MHS(B,A) tel que α(H) = p. On en déduit
qu'étant donnés des nombres de Hodge hp,q, il existe m(h.,.) tel que si H est une struture de
Hodge mixte qui a es nombres de Hodge alors α(H) ∈ [0,m(h.,.)].
La suite de ette setion est onstituée une autre démonstration du théorème sur la sur-
additivité de α. Cette preuve est une preuve qui utilise des outils d'algèbre linéaire alors que
la preuve préédente est géométrique. Elle fournit des expressions de α qui par leurs formes
permettront d'étudier les propriétés de semi-ontinuité de et invariant.
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Considérons la suite exate de strutures de Hodge mixtes donnée par la lasse d'exten-
sion H ∈ Ext1MHS(B,A). D'après le travail de la setion 1.6.2 de la partie 1, on peut érire le
diagramme
0 0 0
0 ξ
P˜2
(AC,W
A
.
•
, F •A, F
•
A, T riv
•) ξ
P˜2
(HC,W
H
.
•
, F •H , F
•
H , T riv
•) ξ
P˜2
(BC,W
B
.
•
, F •B , F
•
B, T riv
•) 0
e∗ξP2(AC,W
A
.
•
, F •A, F
•
A) e
∗ξP2(HC,W
H
.
•
, F •H , F
•
H) e
∗ξP2(BC,W
B
.
•
, F •B , F
•
B)
FA FH FB
0 0 0
où, d'après la setion préédente, les olonnes sont des suites exates assoiées à haunes
des strutures de Hodge mixtes A, H et B. La première ligne est une suite exate ar le fonteur
ξ
P˜2
(., ., ., ., T riv•) est un fonteur exat de la atégorie des strutures de Hodge mixtes vers la
atégorie des brés vetoriels sur P˜2. On obtient don la relation entre les niveaux de R-
sindement des strutures de Hodge mixtes :
α(H) = α(A) + α(B) +
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(sp,qA + s
p,q
B − sp,qH ).
Cette relation est importante dans ette autre démonstration du fait que l'invariant α est sur-
additif par extension :
Notation : pour une struture de Hodge mixte •, on dénit
fp,q• = dimCF
p
• ∩ F
q
•.
La démonstration du théorème utilise le lemme suivant ainsi que son orollaire :
Lemme 36. Soient V1 et V2 deux espaes vetoriels, V = V1 ⊕ V2 et π la projetion de V sur
V2, i l'injetion de V1 dans V . Soient W1, W
′
1 (resp. W2, W
′
2) des sous-espaes vetoriels de V1
(resp. V2). SiW etW
′
sont des sous-espaes vetoriels tels que i(W1) =W∩V1, i(W ′1) = W ′∩V1
et π(W ) = W2, π(W
′) =W ′2, alors :
dimC(W1 ∩W ′1) + dimC(W2 ∩W ′2)−min(dimC(W2 ∩W ′2), dimC(V1))
≤ dimC(W ∩W ′)
≤ dimC(W1 ∩W ′1) + dimC(W2 ∩W ′2).
Corollaire 16. Soient A et B deux strutures de Hodge mixtes et H ∈ Ext1MHS(B,A), alors :
∀(p, q) ∈ Z× Z fp,qH − fp,qA − fp,qB ≤ 0
Preuve: (du orollaire) D'après la onstrution de H ∈ Ext1MHS(B,A) ('est à dire une lasse
de suite exate 0 −→ A i−→ H π−→ B −→ 0) suivant [M℄,[C℄, pour tout (p, q) ∈ Z × Z,
on est exatement dans le adre du lemme préédent ave : HC = AC ⊕ BC, W1 = F pA,
W ′1 = F
q
A, W1 = F
p
B , W
′
1 = F
q
B, W = F
p
H , W
′ = F
q
H . Par onstrution de la ltration de
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Hodge et sa ltration opposée sur l'extension, on a i(F pAC) = AC ∩ F
p
HC
, i(F
q
AC) = AC ∩ F
q
HC
et π(F pHC) = F
p
BC
, π(F
q
HC) = F
q
BC par strite ompatibilité des morphismes de strutures de
Hodge.

Preuve: (du lemme) Erivons sous forme matriielle les oordonnées des sous espaes vetoriels
W et W ′ dans V = V1 ⊕ V2 i.e. les représentations matriielles des points W et W ′ dans
les grassmanniennes G(V, dimCW ) et G(V, dimCW
′). On note MiSev la matrie représentant
Sev ⊂ Vi dans G(Vi, dimCSev) pour i ∈ {, 1, 2}. La base de V prise pour la représentation
matriielle est la réunion des bases de V1 et V2. Alors :
MW =
(
M1W1 | 0
A1 | M2W2
)
et MW ′ =
(
M1W
′
1 | 0
A′1 | M2W ′2
)
.
oùA1 et A2 sont des matries quelonques de dimension dimCW2×dimCV1 et dimCW ′2×dimCV1
respetivement (on vérie que e sont bien des sous-espaes vetoriels tels que i(Sev1) = Sev∩V1
et π(Sev) = Sev2). Comme pour deux sous-espaes vetoriels on a l'égalité sur les dimensions :
dim(Sev1 ∩ Sev2) + dim(V ect(Sev1, Sev2)) = dim(Sev1) + dim(Sev2), onnaître la dimension
de V ect(W,W ′) nous donne la dimension herhée. Il s'agit don de trouver le maximum des
dimensions des matries extraites de déterminant non nul de la matrie :
MW =

M1W1 | 0
A1 | M2W2
−−−−−−−− | − −−− −−−−
M1W
′
1 | 0
A′1 | M2W ′2

Une telle matrie ontient des lignes et olonnes obtenues à partir des matries extraites de
déterminant non nul de dimension maximale pour les sous-espaes engendrés V ect(W1,W
′
1) et
V ect(W2,W
′
2) i.e. les lignes et olonnes omplétées à partir de telle matries extraites dans :
MW ′ =
(
M1W1
M1W
′
1
)
et MW ′ =
(
M2W2
M2W
′
2
)
.
On peut don trouver une matrie extraite de déterminant non nul de dimension au moins
égale à dimV ect(W1,W
′
1) + dimV ect(W2,W
′
2). On peut ajouter à ela au plus min(dim (W2 ∩
W ′2), dimV1) lignes et olonnes pour obtenir une matrie de déterminant non nul. D'où l'iné-
galité :
dim(V ect(W1,W
′
1)) + dim(V ect(W2,W
′
2)) ≤ dim(V ect(W,W ′))
≤ dim(V ect(W1,W ′1)) + dim(V ect(W2,W ′2)) +min(dim (W2 ∩W ′2), dimV1)
En déoule l'inégalité voulue en passant aux odimensions.

Preuve: (du théorème) Comme EH = EA ∪ EB est un sous-ensemble ni de Z × Z, on peut
trouver k ∈ Z et N ∈ Z tels que EH⊗T 〈k〉 = EA⊗T 〈k〉 ∪ EB⊗T 〈k〉 ⊂ [0, N ] × [0, N ]. D'après le
théorème 6 (i), l'égalité n'est pas modiée par tensorisation des strutures de Hodge A,B et
H par une struture de Hodge de Tate. Tensoriser les strutures de Hodge dans une extension
par une struture de Hodge de Tate T 〈k〉 induit un isomorphisme entre Ext1MHS(B,A) et
Ext
1
MHS(B ⊗ T 〈k〉, A⊗ T 〈k〉). Quitte à remplaer les strutures de Hodge A,B et H par leurs
tensorisées par T 〈k〉, on peut ainsi supposer que EH ⊂ [0, N ]× [0, N ]. La proposition se ramène
don à montrer que :
α(H)− α(A) − α(B) = 1
2
∑
(p,q)∈[0,N ]×[0,N ]
(p+ q)2(sp,qA + s
p,q
B − sp,qH ) ≥ 0
Pour une struture de Hodge mixte •, on a les suites exates suivantes :
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0 0
F p+1• ∩ F q+1• F p• ∩ F
q+1
•
F p+1• ∩ F q• F p• ∩ F
q
•
0 F
p+1
• Gr
q
F•
F p•Gr
q
F•
GrpF•Gr
q
F• 0
0 0
Et don la relation sur les dimensions :
sp,q• = f
p,q
• − fp+1,q• − fp,q+1• + fp+1,q+1• .
Posons α(•) = α+(•)−α−(α) où α+(•) est onstitué des termes de la somme ave les nombres
de Hodge et α−(•) est onstitué des termes de la somme qui omportent les entiers sp,q• . Comme
pour tout (p, q) ∈ Z hp,qH = hp,qA + hp,qB , α+ est additif. Montrer que α est sur-additif revient
don à montrer que α− est sous-additif. On a :
α−(•) = 1
2
∑
(p,q)∈[0,N ]×[0,N ]
(p+q)2 sp,q• =
1
2
∑
(p,q)∈[0,N ]×[0,N ]
(p+q)2(fp,q• −fp+1,q• −fp,q+1• +fp+1,q+1• ).
On eetue un hangement d'indie sur les sommes, omme pour tout p, fp,N+1• = 0, pour tout
q, fN+1,q• = 0 :
α−(•) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ]
[
(p+ q)2 − (p+ q − 1)2 − (p+ q − 1)2 + (p+ q − 2)2
]
fp,q• +
1
2
∑
q∈[0,N ]
[
(0 + q)2 − (0 + q − 1)2
]
f0,q•
+ 12
∑
p∈[1,N ]
[
(p+ 0)2 − (p− 1 + 0)2
]
fp,0• .
α−(•) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq + 4)f
p,q
• +
1
2
∑
q∈[0,N ](2q − 1)f0,q• + 12
∑
p∈[1,N ](2p− 1)fp,0• ,
que nous érirons, an que les oeients des fp,q• sous les
∑
soient tous positifs, sous la forme :
α−(•) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq+4)f
p,q
• +
1
2
∑
q∈[1,N ](2q−1)f0,q• + 12
∑
p∈[1,N ](2p−1)fp,0• − 12f0,0•
Ainsi :
α(H)− α(A)− α(B) = α−(H)− α−(A)− α−(B) = 12
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq + 4)
[
fp,qH − fp,qA −
fp,qB
]
+ 12
∑
q∈[1,N ](2q− 1)
[
f0,qH − f0,qA − f0,qB
]
+ 12
∑
p∈[1,N ](2p− 1)
[
fp,0H − fp,0A − fp,0B
]
− 12
[
f0,0H −
f0,0A − f0,0B
]
.
f0,0H −f0,0A −f0,0B = dimCH−dimCA−dimCB = 0, don tous les oeients des fp,q• dans les
∑
étant positifs, d'après le lemme préédent, pour tous (p, q) ∈ [0, N ]×[0, N ], fp,qH −fp,qA −fp,qB ≤ 0.
D'où le résultat.

De la formule expliite de α dans la preuve du théorème nous tirons le lemme suivant :
Lemme 37. Si l'on onsidère une famille de strutures de Hodge mixtes paramétrées par une
base S, alors en tout point s ∈ S, αs = α+s − α−s où α+s est onstitué des nombres de Hodge en
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s et
α−s =
1
2
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ]
(2pq + 4)fp,qs +
1
2
∑
q∈[1,N ]
(2q − 1)f0,qs +
1
2
∑
p∈[1,N ]
(2p− 1)fp,0s −
1
2
f0,0s
.
4.5 Caluls de niveaux de R-sindemment α de la ohomologie
D'après Deligne [Del2℄, [Del3℄, les groupes de ohomologie des variétés algébriques (shé-
mas de type ni sur C) sont munis de strutures de Hodge mixtes. Dans ette setion, on donne
des exemples de alul de l'invariant α pour des strutures de Hodge mixtes qui viennent de
la ohomologie de variétés algébriques. Pour e faire nous expliitons quelques onstrutions de
es strutures de Hodge mixtes. Préisons d'abord ertains as pour lesquels l'invariant α est
nul.
α est nul pour toutes les strutures de Hodge mixtes R-sindées, e qui omprend :
• Toutes les strutures de Hodge pures.
• Plus généralement, toutes les strutures de Hodge mixtes de longueur inférieure ou
égale à 2, omme par exemple :
− Les strutures de Hodge mixtes sur la ohomologie des variétés projetives à
poids ([Dol℄).
− La ohomologie des variétés à singularités logarithmiques f [U℄.
Soit X un shéma de type ni sur C, pour tout k ∈ Z, on peut lui assoier l'entier
αk(X) = α((H
k(X,C),W •, F •, F
•
)).
Proposition 39. (i) Soit X une variété algébrique, X ′ sa normalisée et X sa omplétée, alors
pour tout k ∈ Z :
αk(X) ≥ αk(X ′) et αk(X) ≥ αk(X).
(ii) Plus généralement, si f : X → Y est un morphisme qui induit un morphisme injetif (resp.
surjetif) sur la ohomologie f∗ : Hk(Y,C)→ Hk(X,C), alors, pour tout k ∈ Z :
αk(X) ≥ αk(Y )(resp. αk(Y ) ≥ αk(X)).
Preuve: (i) se déduit de (ii) à l'aide de [Del3℄, proposition (8.2.6) : l'appliation de la normalisée
X ′ versX induit un morphisme surjetif en ohomologie, l'appliation deX vers sa omplétéeX
induit un morphisme injetif en ohomologie. La atégorie des strutures de Hodge mixtes étant
abélienne, on peut érire des suites exates à partir des surjetions et injetions de strutures
de Hodge mixtes et don pour prouver (ii), on érit les extensions orrespondantes à es èhes
injetives ou surjetives et on utilise le théorème 7 p.99.

Proposition 40. Soient X et Y deux variétés algébriques, alors :
αk(X × Y ) =
i=k∑
i=0
dimC(H
k−i(Y,C))αi(X) + dimC(H
i(X,C))αk−i(Y ).
Preuve: D'après [Del3℄, proposition (8.2.10), les isomorphismes de Künneth sur la ohomologie
H∗(X × Y,C) ∼= H∗(X,C)⊗H∗(Y,C) sont des isomorphismes de strutures de Hodge mixtes.
On applique (iii) du théorème 6 p.98 à la somme donnée par la formule de Künneth, puis le
(iv) à haun des fateurs.

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4.5.1 Détails des ltrations et alul de α pour les ourbes algébriques omplexes
de genre 0 ou 1
Soit X une ourbe algébrique sur C, X ′ la normalisée de X et r : X ′ → X le morphisme
qui s'en déduit. Soit X
′
la ourbe projetive non singulière dont X ′ est un ouvert dense et X
la ourbe déduite de X
′
en ontratant haun des r−1(s) pour s ∈ X . Notons r le morphisme
X
′ → X , et j,j′ les inlusions respetives de X dans X et X ′ dans X ′. Soit S l'ensemble ni
X −X . D'où le arré artésien suivant :
X ′
j′
r
X
′
r
X
j X
Proposition 41. [Del3℄ La ohomologie de X est donnée par donnée par :
H1(X,C) = H1(X, [OX
d→ r∗Ω1X′(logS)])
de plus
Proposition 42. [Del3℄ La ltration par le poids est donnée par :
W1(H
1(X,C)) = Im(H1(X,C)→ H1(X,C)
W0(H
1(X,C)) = Ker(H1(X,C)→ H1(X ′,C).
De plus la suite spetrale dénie par la ltration bête de [OX
d→ r∗Ω1X′(logS)] dégénère
en E1 et aboutit à la ltration de Hodge de H
•(X,C).
Calulons l'hyperohomologie du omplexe [OX
d→ r∗Ω1X′(logS)]. Pour un omplexe de
faiseaux (K•, d) sur une variété X muni d'un reouvrement aylique U = (Ui)i∈I , l'hypero-
homologie H•(X,K•) du omplexe est dénie omme étant la ohomologie du omplexe total
C(p,q) = Cp(U , δ, d) où d est l'opérateur du omplexe et δ elui de Cˇeh assoié au reouvre-
ment. H•(X,K•) est l'aboutissement des suites spetrales dénies par les ltrations évidentes
de C(p,q) (f [G-H℄).
Le omplexe double assoié à [OX
d→ r∗Ω1X′(logS)] est don ii, relativement à U :
(∗)
C0(
∐
i Ui,OX) δ
d
C1(
∐
i,j Ui ∩ Uj ,OX)
d
C0(
∐
i Ui, r∗Ω1X′(logS)) δ C
1(
∐
i,j Ui ∩ Uj , r∗Ω1X′(logS))
Pour voir dans H1(X,C) les diérents sous-espaes assoiés à la ltration par le poids
W0,W1,W2, on utilise la proposition préédente qui se traduit par :
W1H
1(X,C) = H1(X, [OX
d→ r∗Ω1X′ ])
et omme annoné :
W2H
1(X,C) = H1(X, [OX
d→ r∗Ω1X′(logS)]).
On peut don "démonter" l'étude de l'hyperohomologie omme il suit :
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(∗∗) C0(∐i Ui,OX) C1(∐i,j Ui ∩ Uj ,OX)
!C0(
∐
i Ui,OX) C1(
∐
i,j Ui ∩ Uj ,OX)
C0(
∐
i Ui, r∗Ω1X′) ! C1(
∐
i,j Ui ∩ Uj , r∗Ω1X′)
C0(
∐
i Ui, r∗Ω1X′(logS)) C1(
∐
i,j Ui ∩ Uj , r∗Ω1X′(logS))
où le diagramme au deuxième plan fournit la ohomologie de la omplétée de la ourbe X qui
est isomorphe à W1H
1(X,C).
4.5.2 Exemple de P1 ave quatre points marqués
Expliitons la déomposition préédente sur le premier groupe de la ohomologieH1(X,C)
de la ourbeX obtenue à partir deP1 ave quatre points distints distingués {p1, p2, P1, Q1}(dans
l'ordre) dont on a enlevé les deux premiers p1 et p2 et reollé les deux autres P1,et Q1. (Pour
une justiation du reollement, voir [S℄, hapitre IV., partie 3.).
Pour eetuer le alul, utilisons le reouvrement standard de P1 par les artes anes de
oordonnées U = P1−{∞} munie de la oordonnée u et V = P1−{0} munie de la oordonnée
v. On notera UV l'ouvert intersetion des deux artes.
Nous ommenerons par aluler la ohomologie de ourbe omplétée X. Soit f ∈
C1(UV ,OX) (on hoisira u = v−1 omme oordonnée d'ériture sur UV). Alors f et df peuvent
s'érirent :
f(u) =
∑∞
−∞ anu
n
et df(u) =
∑∞
−∞ nanu
n−1
Prenons pour g ∈ C0(U∐V , r∗Ω1X′), g0(u) égal à la partie de dg(u) à exposants positifs en u
et g1(v) la partie de dg(u) orrespondant aux exposants négatifs en u. Alors, on a, pour tout
u ∈ UV :
δ(g0, g1)(u) = dg(u)
Don tout élément de C1(UV ,OX) voit son image par d dans C1(UV , r∗Ω1X′) annulée par l'image
par δ d'un élément de C0(U∐V , r∗Ω1X′), don l'hyperohomologie H1(X, [OX d→ r∗Ω1X′ ]) 'est
à dire la ohomologie du omplexe
C0(U∐V ,OX) (δ,d) C1(UV ,OX)⊕ C0(U∐V , r∗Ω1X′) d+δ C1(UV , r∗Ω1X′)
est déterminé par l'image par δ de C0(U∐V ,OX) dans C1(UV ,OX).
Nous avons don à herher quelles sont les images des éléments (h0, h1) ∈ C0(U
∐V ,OX).
Comme X est donnée par P1 ave deux points P1 et Q1 identiés, on doit don avoir f(P0) =
f(Q0) et omme plus haut, on peut montrer qu'il existe un élement (h0, h1) ∈ C0(U
∐V ,OP1)
tel que δ(h0, h1) = f . Cet élément n'est ependant pas forément dans C
0(U∐V ,OX) mais
l'on a :
f(P1) = h0(P1)− h1(P1) = h0(Q1)− h1(Q1) = f(Q1) don il existe λ tel que
h0(Q1) = h0(P1) + λ et h1(Q1) = h1(P1) + λ
Posons h′0 = h0 − λ( u−uP1uQ1−uP1 ) et h
′
1 = h1 − λ( v−vP1vQ1−vP1 ). Alors h
′
0(Q1) = h
′
0(P1) et h
′
1(Q1) =
h′1(P1) don es éléments sont bien dans C
0(U∐V ,OX) et h0(u)−h1(u) = f(u)−λ( u−uP1uQ1−uP1 −
v−vP1
vQ1−vP1
) et don le oker de δ est engendré par l'élément (
u−uP1
uQ1−uP1
− v−vP1vQ1−vP1 ).
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Cet élement est l'image d'un générateur de H1(X,C), il provient de la boule dans X
formée par l'identiation de deux points dans P1 (de premier groupe de ohomologie trivial).
An de déterminer α1(X) = α(H
1(X,C)), alulons F 1H1(X, [OX
d→ r∗Ω1X′(logS)]).
C'est la partie de la ohomologie qui vient du noyau de la èhe
δ : C0(U
∐
V , r∗Ω1X′(logS))→ C1(U ∩ V , r∗Ω1X′(logS)).
Il sut don de prendre une forme qui n'est pas exate ω ∈ C0(U ∩ V , r∗Ω1X′(logS)) et prendre
(ω, ω) ∈ C0(U∐V , r∗Ω1X′(logS)). D'où le lemme,
Lemme 38. On peut don prendre pour générateur de F 1H1(X,C) la forme
ω = (
1
u − p1 −
1
u− p2 )du.
Calul eetif du niveau de R-sindement de la ourbe X
Pour aluler le niveau deR-sindement assoié à la struture de Hodge mixte du premier
groupe de ohmologie de la ourbe il faut déterminer en termes de dimension les positions
relatives de la ltration de Hodge et sa ltration onjuguée, 'est à dire les dimensions des
intersetions deux à deux des sous-espaes vetoriels qui omposent les deux ltrations, de
Hodge et onjuguée. Comme elle est de niveau 1, il sut de trouver la dimension
s1,1H1(X,C) = dimC F
1H1(X,C) ∩ F 1H1(X,C)
qui est 0 ou 1. La ltration de Hodge induit une ltration sur le dual du premier groupe de
ohomologie par :
H1DR(X,C)
∼= H1Betti(X,C) ∼= (H1(X,C))∗ = (H1(X,Z)⊗R)∗ ⊗C
Choisissons des générateurs deH1(X,Z), γ0 et γ1. Ces générateurs serviront de base deH1(X,R)
puis de base invariante par onjugaison omplexe de H1(X,C). Pour γ0 prenons le laet qui
serait homologue à 0 dans X ∪p0 et pour γ1 un laet dérivant la boule formée par l'identia-
tion des deux points. Le resultat ne dépend pas du hoix des générateurs du H1 puisqu'un hoix
diérent revient à multiplier la matrie des périodes par une matrie à oeients rationnels et
préserve la olinéarité omplexe. Intégrons don ω sur les yles :
< w, γ0 > =
∫
γ0
w = 2πi ('est le résidu de ω en p1),
< w, γ1 > =
∫
γ1
w
= (
∫ P1
0
−
∫ Q1
0
)(
1
u − p1 −
1
u− p2 )du
= [log(
u− p1
u− p2 )]
Q1
P1
= log(
Q1 − p1
Q1 − p2 )− log(
P1 − p1
P1 − p2 )
L'intégrale entre les points P1 et Q1 sur la ourbe X
′
désingularisée de X représente en oho-
mologie le yle réé par l'identiation de es points dans X ′, boule non nul-homologue dans
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X .
Notons (Q1, P1, p1, p2) := (
Q1−p1
Q1−p2
)/(P1−p1P1−p2 ) le birapport des quatre points Q1, P1, p1, p2
(lorsque au moins trois d'entre eux sont diérents). Si l'un d'eux est l'∞ le birapport peut être
déni en passant à la limite par (∞, P1, p1, p2) := P1−p2P1−p1
Ave ette notation on a < w, γ1 >= log(Q1, P1, p1, p2). Supposons qu'il existe λ ∈ C tel
que le veteur de C2 (< w, γ0 >,< w, γ1 >) soit proportionnel (omplexe) au veteur obtenu
par onjugaison :
(2πi, log(Q1−p1Q1−p2 )− log(
P1−p1
P1−p2
)) = λ(2πi, log(Q1−p1Q1−p2 )− log(
P1−p1
P1−p2
))
Comme l'ation de PGL(1) sur P1 est transitive sur trois points, on peut supposer sans hanger
la ondition de olinéarité que l'on a p1 = 0, p2 = 1 et P1 = ∞ (on garde la notation Q1 pour
son image par τ), d'où log(Q1−p1Q1−p2 ) − log(
P1−p1
P1−p2
) = log( Q1Q1−1 ). Or la olinéarité impose que
λ = −1 et don que log( Q1Q1−1 ) soit un imaginaire pur 'est à dire que Q1 soit sur la droite
ℜ(u) = 12 . Don :{
s1,1H1(X,C) = dimCF
1H1(X,C) ∩ F 1H1(X,C) = 1 si Q1 ∈ ℜ(u) = 12 ,
s1,1H1(X,C) = 0 autrement, et alors s
1,0
H1(X,C) = 1 et s
1,0
H1(X,C) = 1.
Comme
α1(XQ1) =
1
2
((0 + 0)2(h0,0H1(XQ1 ,C)
− s0,0H1(XQ1 ,C)) + (1 + 0)
2(h1,0H1(XQ1 ,C)
− s1,0H1(XQ1 ,C)))
=
1
2
((0 + 1)2(h0,1H1(XQ1 ,C)
− s0,1H1(XQ1 ,C)) + (1 + 1)
2(h1,1H1(XQ1 ,C)
− s1,1H1(XQ1 ,C)))
Proposition 43. Ainsi le niveau de R-sindement du premier groupe de ohomologie de X =
XQ1 est donné par :{
α1(X) = α(H
1(X,C)) = 0 si Q1 ∈M0,4 − {ℜ = 12}
α1(X) = α(H
1(X,C)) = 1 siQ1 ∈ {ℜ = 12}
4.5.3 Généralisation sur P1
Soit X = P1 avem points enlevés p1, ..., pm et 2n points identiés P1, Q1, ..., Pn, Qndeux
à deux (on identie Pk à Qk pour tout k ∈ [1, n]). H1(S,C) est de rang m + n − 1, il est
engendré par m + n − 1 éléments dont n proviennent des boules formées par l'identiation
des points et m− 1 représentent les laets autour réés par la non-omplétude de X . Le alul
de l'hyperohomologie est similaire au préédent, on reouvre X
′
= P1 par les deux ouverts
standards U V munis des oordonnées u et v. Comme générateurs de F 1H1(X,C) on peut
prendre les éléments ωi = (
1
u−pi
− 1u−pi+1 )du ave i ∈ [1,m − 1]. Filtrons l'homologie par
la ltration de Hodge : Désignons par γj j ∈ [1,m − 1] les générateurs de H1(X,C) qui sont
homologues à zéro dans X∪pj et par βj , j ∈ [1, n] les laets éléments du H1(X,C) représentants
les boules données par Pj = Qj respetivement et ne passant par auun autre point Pk = Qk
pour k ∈ [1, n].
Les βj ne sont pas dénis anoniquement mais modulo les γj . Changer la base du premier
groupe d'homologie ne modie pas les onditions de olinéarité dans la matrie des périodes
ar ela revient à la multiplier par une matrie à oeients rationnels.
Filtrons Cm+n−1 par F 1, on obtient alors m− 1 veteurs :
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(< α1, ωi >, ..., < αm−1, ωi >,< β1, ωi >, ..., < βn, ωi >) pour i ∈ [1,m− 1]
et on regarde s'ils sont olinéaires omplexes à leur onjugué. On obtient une matrie A =
(B,C) ∈ Mat(m−1)×(m+n−1)(C) telle que les oeients de B = (bi,j)i∈[1,m−1],j∈[1,m+−1] sont
donnés par : 
bi,j = 2π
√−1 si i = j
bi,j = −2π
√−1 si i = j + 1
bi,j = 0 sinon
où les oeients sont donnés par les résidus des formes qui ωi. Les oeients de C =
(ci,j)i∈[1,m−1],j∈[m,n+m−1] sont :
ci,j = log(pi, pi+1, Pj , Qj)
La matrie des périodes A = (B,C) est don :
A =

2
√−1π 0 ... ... 0 | ... ... ...
−2√−1π 2√−1π 0 ... 0 | ... ... ...
... ... ... ... ... | ... ... ...
... ... ... ... ... | ... cij = (log(pi, pi+1, Pj , Qj)) ...
... ... ... ... ... | ... ... ...
0 ... 0 −2√−1π 2√−1π | ... ... ...

Les veteurs lignes de la matrie A engendrent l'image de F 1H1(X,C) sur H1(X,C) et don
aluler s1,1H1(X,C) = dimC F
1H1(X,C) ∩ F 1H1(X,C) revient à aluler le rang de la matrie(
A
A
)
∈Mat(2m−2)×(m+n−1)(C). D'aprés la forme de B ei revient à voir si haque veteur
olonne de A est opposé à son onjugué, or :
ci,j = −ci,j ⇔ log(pi, pi+1, Pj , Qj) = −log(pi, pi+1, Pj , Qj)⇔ |ci,j | = 1
Finalement notons M0,m+2n l'espae des modules des ourbes stables de genre 0 sur C ave
m + 2n points marqués (p1, ..., pm, P1, Q1, ..., Pn, Qn). Il est naturellement isomorphe à (P
1 −
{0, 1,∞})m+n−1 −∆ où ∆ est la grande diagonale dénie par l'ensemble des n− 3-uplets de
points de (P1 − {0, 1,∞}) tels que deux au moins oïnident. Ainsi :
Proposition 44. Le niveau de R-sindement de X est donné par
α1(X) = (m− 1)− ard{i ∈ [1,m− 1] | ∀j ∈ [m,m+ n− 1] , | log(pi, pi+1, Pj , Qj)| = 1}.
Remarque : Pour tout i, j ∈ [1,m − 1] × [m,m + n − 1], il existe τ ∈ PGL(1) tel que
τ(pi, pi+1, Pj , Qj) = (0, 1,∞, τ(Qj)) et don le veteur ligne i est olinéaire à son onjugué ssi
pour tout j ∈ [m,m + n − 1] il exite un élément τ ∈ PGL(1) tel que τ(Qj) appartienne à la
droite de partie réèlle
1
2 .
Remarque :(Sur les éléments de H1(X, [OX
d→ r∗Ω1X′(log S)]) qui ne sont pas dans
F 1H1(X, [OX
d→ r∗Ω1X′(log S)])).
D'après le travail fait sur P1 ave deux points identiés, la partie du H1(X,C) ne provenant
pas des formes logaritmiques est donnée par :
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< (
u−uP1
uQ1−uP1
)...(
u−uPn
uQ1−uPn
)− ( v−vP1vQ1−vP1 )...(
v−vPn
vQ1−vPn
), ...., (
u−uP1
uQn−uP1
)...(
u−uPn
uQn−uPn
)−
(
v−vP1
vQn−vP1
)...(
v−vPn
vQn−vPn
) >.
Ce sont les éléments de H1(X,C) qui proviennent de H1(X,C), réés par les boules sur P1
venant de l'identiation des points Pi et Qi. Le reste de la ohomologie est donné par la non
omplètude de X i.e. par les élèments de H1(X ′,C), exhibés plus haut.
4.5.4 Les ourbes de genre 1
Soit X une ourbe algébrique de type nie sur C et de genre arithmétique 1 ave m
points enlevés p1, ..., pm et 2n points identiés deux à deux P1, Q1, ..., Pn, Qn. X
′
est isomorphe
au quotient de C muni de la oordonnée z par le réseau ΛZ = Z+ Zτ où τ ∈ C et Im(τ) > 0.
Cherhons les générateurs de F 1H1(X,C). D'après [Del3℄ e sont les éléments qui proviennent
de H1(X ′,C).
Proposition 45. [Mum2℄ La fontion Ψ(z) =
∑i=k−1
i=1 λi
d
dz log(θ(z−ai))+cste ave
∑i=k−1
i=1 λi =
1 est périodique pour ΛZ ave des ples simples aux points ai+
1
2 (1+τ) et résidus λi, où θ est la
fontion theta sur la ourbe elliptique donnée par ΛZ, θ(z) =
∑
n∈Z exp(π
√−1n2+2π√−1nτ).
On peut don prendre omme formes génératries de F 1H1(S,C) :{
ω0 = dz et
ωi = d(log(θ(z − pi − 12 (1 + τ))) − log(θ(z − pi+1 − 12 (1 + τ)))) oùi ∈ [1,m− 1]
Soient α0, α1, ..., αm, β1, ..., βn des générateurs de H1(X,C) tels que αj pour j ∈ [1,m]
soit homologue à zéro dans X ∪ pj et βj est un élément representant en homologie la boule
dans X ′ obtenue par le reollement Pj = Qj (les éléments βj sont dénis modulo les αj).
Fitrons Cm+n+1 par F 1, ela donne m veteurs :
(< H1, ωi >) = (< α0, ωi >,< α1, ωi >, ..., < αm, ωi >,< β1, ωi >, ..., < βn, ωi >) pour
i ∈ [1,m]. Les < αj , ωi > sont donnés par les résidus des générateurs de F 1H1 et les < βj , ωi >
sont donnés par intégration le long des boules βj i.e. sur X
′
, par l'intégration de la forme ωi
de Pj à Qj :
< βj , ωi >=
∫ Qj
Pj
ωi =
∫ Qj
Pj
d(log(θ(z − pi − 12 (1 + τ))) − log(θ(z − pi+1 − 12 (1 + τ)))
i.e. < βj , ωi >= log(
θ(Qj−pi−
1
2 (1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)
d'où la matrie A = (B,C) où B est une matrie de dimensionm×m+1 et C une matriem×n.
A =

1 0 ... ... 0 | 0 ... 0
λ1 1 −1 0 0 | ... ... ...
... 0 1 −1 ... | ... ... ...
... ... ... ... ... | ... cij = log( θ(Qj−pi−
1
2 (1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2 (1+τ))
) ...
... ... ... ... ... | ... ... ...
λm−1 ... 0 1 −1 | ... ... ...

où i ∈ [1,m− 1] et j ∈ [1, n] et les λ sont dans Z.
Pour aluler le niveau deR-sindement, il faut don déterminer si log(
θ(Qj−pi−
1
2 (1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)−
log(
θ(Pj−pi−
1
2 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2 (1+τ))
) = log(
θ(Qj−pi−
1
2 (1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2 (1+τ))
) suivant la ongura-
tion des points pi, pi+1, Qj , Qj+1. D'où :
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Proposition 46. Le niveau de R-sindement de X est donné par α1(X) = (m− 1)− ard{i ∈
[1,m− 1] | ∀j ∈ [m,m+ n− 1] , |
log(
θ(Qj−pi−
1
2 (1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2 (1+τ))
) =
log(
θ(Qj−pi−
1
2 (1+τ))
θ(Qj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)− log( θ(Pj−pi− 12 (1+τ))
θ(Pj−pi+1−
1
2 (1+τ))
)}.
4.6 Tradution des extensions de strutures de Hodge mixtes en ter-
mes de brés de Rees
4.6.1 Ext
1
des strutures de Hodge mixtes
Nous allons étudier les extensions de strutures de Hodge mixtes (f Annexe A pour les
dénitions et propriétés lassiques des extensions de strutures de Hodge) dans le language des
brés de Rees équivariants.
On se limite dans ette setion aux strutures de Hodge mixtes de rang 2 obtenues omme
extensions de strutures de Hodge de rang 1 dans la atégorie CatCR−MHS .
Considérons une struture de Hodge de rang deux H qui est une extension de deux
strutures de Hodge de Tate A = T 〈−p〉 et B = T 〈−q〉 telles que p < q. Vient la suite exate
de strutures de Hodge mixtes
0→ A→ H → B → 0.
Cette suite exate se traduit par le théorème 5 en la suite exate dans la atégorie
FibP10−semistables,µ=0(P2/Tτ )
0→ ξA → ξH → ξB → 0.
Cette suite exate dans la atégorie des faiseaux se transforme en ouple de suite exates
0→ ξA → ξH → Coker→ 0,
0→ Coker→ ξB → OT → 0,
où T est un sous-shéma de odimension 2 supporté au point (0 : 0 : 1). Soit IT le faiseau
d'idéaux qui orrespond à T , on a alors la suite exate
0→ ξB ⊗ IT → ξB → OT → 0.
Cei permet d'avoir à onsidérer les extensions (équivariantes) de faiseaux de rang 1 dans la
atégorie des faiseaux ohérents de la forme
0→ ξA → ξH → ξB ⊗ IT → 0.
Etude Ext
1(L′ ⊗ IT , L)
Ii L et L′ sont deux brés en droite sur une surfae lisse projetive X et T un shéma
de odimension 2.
L'étude de es extensions est faite dans le hapitre 2 sur les faiseaux ohérents de [Fri℄.
Pour aluler les extensions globales, on passe par une suite spetrale dont le deuxième terme
est
Ep,q2 = H
p(X, Extq(L′ ⊗ IT , L))⇒ Extp+q(L′ ⊗ IT , L)).
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Lemme 39. (Lemme 7, p.36, [Fri℄) Soit R un anneau loal régulier et I = (f, g)R un idéal de
R engendré par deux éléments premiers entre eux, alors :
(i) HomR(I, R) ∼= R et l'isomorphisme est engendré par l'appliation naturelle de restrition
HomR(R,R)→ HomR(I, R),
(ii) HomR(I, I) ∼= R et l'isomorphisme est enore induit par l'appliation de restrition,
(iii) Ext1R(I, R)
∼= Ext2R(R/I,R) ∼= R/I,
(iv) ExtkR(I, R) = 0 pour k ≥ 2.
La suite spetrale se ramène par le lemme à une suite exate longue
0→ H1(L′−1 ⊗ L)→ Ext1(L′ ⊗ IT , L)→ H0(Ext1(L′ ⊗ IT , L))→ H2(L′−1 ⊗ L)→ ...
Dans le as d'une surfae Ext1(L′ ⊗ IT , L) = OT .
Reste à voir si l'extension est juste un faiseau ohérent ou bien un faiseau loalement
libre...
Extensions équivariantes
Pour aluler les Ext
p
G(F ,G) dans la atégorie abélienne des faiseaux équivariants on
utilise la suite spetrale
Ep,q2 = H
p(G,Extq(F ,G))⇒ Extp+qG (F ,G).
Lorsque G est un groupe rédutif, il n'a pas de ohomologie supérieure et alors les groupes d'
extensions équivariantes sont donnés par les extensions invariantes par l' ation du groupe, i.e.
Ext
n
G(F ,G) ∼= Extn(F ,G)G.
Nous utilisons e résultat dans le as de l'ation du groupe rédutif G qui est le tore qui agit
sur le plan projetif omplexe.
4.6.2 Ext
p
des strutures de Hodge mixtes, p > 1
Les extensions supérieures de strutures de Hodge mixtes sont étudiées dans [C-H℄ à
l'aide de resolutions projetives relatives.
Nous donnons une démonstration géométrique du fait suivant
Proposition 47. [C-H℄ Soient A et B deux strutures de Hodge mixtes, alors, pour tout p > 1,
Ext
p
MHS(B,A) = 0.
Preuve: Le lemme préédent (iii) montre que tous les Extp loaux sont nuls pour p > 1, il en
va don de même pour les Ext
p
globaux. On onlut par
Ext
p
MHS(B,A)
∼= ExtpG(ξB , ξA) ∼= Extp(ξB , ξA)G = 0.

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5 Stratiations et variations de strutures de Hodge, per-
spetives
5.1 Variations de strutures de Hodge mixtes
5.1.1 Rappel : variations de strutures de Hodge
Soit VC un système loal omplexe sur une variété S. Ii S désignera un shéma lisse
projetif sur C ou respetivement une variété omplexe lisse. Alors le bré vetoriel algébrique
(resp. holomorphe) V := OX ⊗C VC assoié à e système est muni d'une onnexion intégrable
∇ dont l'espae des setions horizontales est VC.
La dénition qui suit peut-être donnée en remplaçant R par tout sous-anneau A de R,
mais nous n'avons pas besoin de e ontexte plus large ar toutes les onstrutions de l'étude
préédente ne onernent que les strutures sur R et C.
Dénition 49. Une variation polarisée de strutures de Hodge de poids n sur S onsiste en la
donnée d'un système loal de R-vetoriels de rang ni VR ainsi que
(i) d'une ltration déroissante ...Fp+1 ⊂ Fp... du bré vetoriel V par des sous-brés
vetoriels,
(ii) une forme bilinéaire plate Q : VR ⊗ VR → R(−n) tel que :
(a) la transversalité de Grith soit satisfaite, i.e.
∇(Fp) ⊂ Ω1S ⊗OS Fp−1,
(b) pour tout s ∈ S, le R-module VRs muni de la ltration F•s et de la forme
bilinéaire Qs sont la donnée d'une struture de Hodge polarisée de poids n.
La situation typique dans laquelle arrivent les variations de strutures de Hodge polarisées
est lorsque est donné un morphisme lisse et projetif f : X → S entre deux variétés quasi-
projetives sur C, le système loal étant donné par VR := Rnf∗R, f [Gr1℄.
5.1.2 Dénition des variations de strutures de Hodge mixtes
Dans la situation géométrique dérite i-dessus, si l'on enlève la ondition de lissité et/ou
de propreté du morphisme f , alors sur un ouvert dense, la famille paramétrée par f donne lieu
à une famille de strutures de Hodge mixtes. Pour tout s dans l'ouvert dense, les groupes de
ohomologie de la bre f−1(s) sont équipés de strutures de Hodge mixtes. Cei mène à la
notion de variation graduellement polarisée de strutures de Hodge mixtes.
Comme pour les variations de strutures de Hodge, on se limite ii à dénir les variations
de strutures de Hodge mixtes à système loal sous-jaent réel, mais la dénition peut être
donnée pour tout système loal de A-module ave A sous-anneau de R.
Dénition 50. [Ste-Zu℄ Une variation graduellement polarisée de strutures de Hodge mixtes
sur une variété S onsiste en la donnée d'un système loal de R-vetoriels de rang ni VR ainsi
que
(i) d'une ltration roissante ...Wp ⊂ Wp+1... du système loal VR,
(ii) d'une ltration déroissante ...Fp+1 ⊂ Fp... du bré vetoriel V = VR ⊗OS OS par
des sous-brés vetoriels,
(iii) une suite de forme bilinéaires plates,
Qk : Gr
W
k (VR)⊗GrWk (VR)→ R(−k),
tels que :
(a) la transversalité de Grith soit satisfaite,
∇(Fp) ⊂ Ω1S ⊗OS Fp−1,
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(b) la donnée de GrWk , de la ltration induite par F• sur OS ⊗ GrWk et de la
polarisation Qk soit elle d'une variation de strutures de Hodge de poids k .
5.2 Etude des stratiations assoiées aux variations de strutures de
Hodge mixtes : notions préliminaires
Les premières setions sont préparatoires, on introduit d'abord les brés universels sur
les variétés de drapeaux, on rappelle quelques notions d'amplitude qui seront néessaires pour
appliquer les théorèmes sur les dégénéresenes de brés vetoriels.
5.2.1 Fibrés universels, variétés des drapeaux généralisés, amplitude
Variétés des drapeaux
Soit V un espae vetoriel omplexe de dimension nie muni d'une ltration F • exhaus-
tive et déroissante :
{0} = Fn+1 ⊂ Fn ⊂ ... ⊂ F 0 = V.
Nous onstruisons ii une variété qui paramétrise toutes les ltrations de ette forme sur
V . Notons fp = dimCF
pV . Il s'agit don de trouver une variété dont les points paramétrisent
l'ensemble des ltrations exhaustives et déroissantes de V , F • telles que fp = dimCF
pV .
Proposition 48. Il existe une variété algébrique lisse ompate Flag(f0, f1, ..., fn, V ) qui
paramétrise toutes les ltrations exhaustives et déroissantes, on l'appelle variété des drapeaux
assoiée à (V, f0, f1, ..., fn).
Remarque : Dans l'ériture de Flag(f0, f1, ..., fn, V ), on peut omettre f0 = dimCV
qui est impliite omme dimension de V .
Remarque : La variété des drapeaux dérite ii est une généralisation de e que l'on entend
par variété des drapeaux habituellement où les drapeaux sont pris omme étant les suites de
sous-espaes vetoriels {0} = F0 ⊂ F 1 ⊂ ... ⊂ Fn = V ave dimCFi = i, i.e. des drapeaux
omplets.
Avant de donner la preuve de la proposition, pour xer les notations, nous allons rappeler
la onstrution des grassmaniennes ([Gr-Ad℄, [Hir℄ par exemple).
Dénissons la grassmanienne des sous-espaes vetoriels omplexes de dimension k de l'es-
pae vetoriel omplexe V de dimensionm, grass(k,m) (que l'on pourra aussi noter grass(k, V )
suivant le ontexte, s'il est évident ou non que l'on regarde des sous-espaes vetoriels de V ).
Soient (z1, ..., zm) les oordonnées omplexes standard()s sur V = C
m
. Et soit Lk le sous-espae
vetoriel déni par l'équation zk+1 = ... = zm = 0. Le groupe GL(m,C) agit transitivement sur
les espaes vetoriels de dimension k. Le sous-groupe GL(k,m− k,C) des matries inversibles
qui laisse Lk invariant est onstitué des éléments de la forme suivante :
A ∈ GL(k,m− k,C) si et seulement si A =
(
A′ B
0 A′′
)
où A′ ∈ GL(k,C), A′′ ∈ GL(m− k,C) et B est une matrie k ×m− k quelonque. La grass-
manienne grass(k, V ) peut don être identiée à GL(m,C)/GL(k,m − k,C) et est don une
variété algébrique lisse sur C. Elle ainsi naturellement munie de l'ation du groupe algébrique
d'automorphismes GL(m,C). GL(k,m− k,C) est de odimension k× (m− k) dans GL(m,C)
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don grass(k, V ) est de dimension k × (m− k).
Munissons V = Cm du produit salaire hermitien standard. Le groupe unitaire standard
assoié U(m,C) agit également de façon transitive sur les sous-espaes vetoriels de dimension
k. Le sous-groupe du groupe unitaire qui xe zk+1 = ... = zm = 0 sera noté U(k,m− k,C). Il
est naturellement isomorphe à U(k,C)× U(m− k,C). On a don :
grass(k,m) = U(m,C)/(U(k,C)× U(m− k,C)).
Preuve: Nous allons onstruireFlag(f0, f1, ..., fn, V ) omme sous-variété de
∏n
p=1 grass(f
p, V ).
Notons, pour x ∈ grass(k,m), par < x > le sous-espae vetoriel de V engendré par x. Ensem-
blistement, Flag(f0, f1, ..., fn, V ) est l'ensemble des n-uplets (x1, ..., xn) ∈
∏n
p=1 grass(f
p, V )
tels que < xi+1 >⊂< xi > pour i ∈ [1, n − 1]. Rappelons que d'après la desription des
grassmaniennes, si l'on note par m la dimension de V :
n∏
p=1
grass(fp, V ) =
n∏
p=1
U(f0,C)/(U(fp,C)× U(f0 − fp,C))
Considérons maintenant la suite de sous-espaes vetoriels emboités de V {Lfi}i∈[0,fn+1] :
{0} = Lfn+1 ⊂ Lfn ⊂ ... ⊂ Lfi ⊂ Lfi−1 ⊂ ... ⊂ Lf1 ⊂ Lf0 = V
où Lfi est déni par l'équation zfi+1 = zfi+2 = ... = zf0 = 0 dans V = C
f0
muni des oordon-
nées (z1, ..., zf0). C'est un drapeau de la forme dénie par (V, f
0, f1, ..., fn). Le groupe U(f0,C)
agit transitivement sur l'ensemble des drapeaux dénis de la sorte. Notons U(fn, fn−1 −
fn, fn−2 − fn−1, ..., f1 − f2, f0 − f1,C) le sous-groupe qui laisse le drapeau standard xe.
Dans la base hoisie, les éléments de U(fn, fn−1− fn, fn−2− fn−1, ..., f1− f2, f0− f1,C) sont
de la forme : 
An ∗ ∗ ... ∗ ∗
0 An−1 ∗ ... ∗ ∗
0 0 An−2 ... ∗ ∗
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... A1 ∗
0 0 0 ... 0 A0

où Ai ∈ U(f i−f i+1, ,C). Comme 'est un sous-groupe du groupe unitaire, on a aussi la relation
∗ = 0. Don U(fn, fn−1 − fn, fn−2 − fn−1, ..., f1 − f2, f0 − f1,C) ∼= U(fn,C) × U(fn−1 −
fn,C)× ...×U(f0 − f1,C) où le morphisme injetif i : U(f i − f i+1,C)→ U(f0,C) est donné
par A 7→ Diag(Ifn , ..., Ifi+1−fi+2 , A, Ifi−1−fi , ..., If0−f1). Ainsi,
Flag(f0, f1, ..., fn, V ) =
U(f0,C)
U(fn,C)× U(fn−1 − fn,C)× ...× U(f0 − f1,C)
est don une variété algébrique lisse ompate et est munie de l'ation transitive du groupe
algébrique U(f0,C).

On notera l'immersion dans le produit des grassmaniennes par :
iF : Flag(f
0, f1, ..., fn, V ) →֒
n∏
p=1
grass(fp, V ).
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Remarque : Si l'on ne regarde que les drapeaux au sens habituel du terme (f remarque suiv-
ant la proposition préédente), alors U(fn,C) × U(fn−1 − fn,C) × ... × U(f0 − f1,C) est le
sous-groupe des matries unitaires diagonales Tf
0
=∆(f0,C)∩U(f0,C) i.e. un tore omplexe
de dimension f0.
Fibrés universels
Pour tout k les grassmaniennes grass(k, f0) sont munies de bré universels Uk, sous-brés du
bré trivial grass(k, f0)× V :
Uk ֒→ grass(k, f0)× V
grass(k, f0)
La bre au dessus de x ∈ grass(k, f0) est le sous-espae vetoriel que représente < x >⊂ V de
la bre du bré trivial en x.
Notons, pour q ∈ [1, n], par πq la projetion :
πq :
n∏
p=1
grass(fp, V )→ grass(f q, V )
et π∗qUk le pull-bak du bré universel le q-ième terme du produit des grassmaniennes.
Proposition 49. Le bré trivial de rang f0 sur Flag(f0, f1, ..., fn, V )× V est muni d'une l-
tration F•univ(f0, f1, ..., fn, V ) exhaustive et déroissante de sous-brés universels tel que pour
tout x ∈ Flag(f0, f1, ..., fn, V ) la ltration induite sur V , (F•univ(f0, f1, ..., fn, V ))x, par les
bres en x des sous-brés soit la ltration paramétrée par le point x dans la variété des drapeaux.
Preuve: Considérons pour tout q ∈ [1, n] les morphismes :
πq ◦ iF : Flag(f0, f1, ..., fn, V ) →֒
n∏
p=1
grass(fp, V )→ grass(f q, V )
Et les pull-bak de Uq par es morphismes :
(i∗F ◦ π∗q )Uq
Flag(f0, f1, ..., fn, V )
Ce sont des sous-brés du bré trivial Flag(f0, f1, ..., fn, V ) × V tels que la bre au dessus
d'un point x ∈ Flag(f0, f1, ..., fn, V ) soit le sous-espae < πq ◦ iF(x) >⊂ V paramétrisé par
πq ◦ iF(x) dans la grassmanienne grass(fp, V ). Posons pour tout q ∈ [1, n] :
Fquniv(f0, f1, ..., fn, V ) = (i∗F ◦ π∗q )Uq
et on a la ltration de Flag(f0, f1, ..., fn, V )× V voulue.

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Amplitude
Soit X une variété projetive. Rappelons qu'un bré vetoriel L sur X est ample s'il
exite une entier positif m tel que L⊗m soit la restrition à X du bré en droite O(1) pour un
plongement de X dans un espae projetif. Notons par E∗ le bré dual de E, Hom(E,OX).
Lemme 40. Les brés ((i∗F ◦ π∗q )Uq)∗ sur Flag(f0, f1, ..., fn, V ) sont amples.
Preuve: f [Gr2℄

5.2.2 Lieu de dégénéresene des morphismes de brés vetoriels
Introdution
Considérons deux familles E et F de sous-espaes vetoriels d'un même espae vetoriel V
paramétrées par une variété X . En tout point x ∈ X on a deux espaes vetoriels Ex et Fx. Le
but de ette setion est d'étudier les variations de dimC Ex ∩ Fx sur Xdans le as où les deux
familles sont données par des sous-brés vetoriels d'un même bré vetoriel.
Soient φ : E → F un morphisme de brés vetoriels omplexes de rang m et n sur une
variété omplexe lisse. Il existe un reouvrement de X par des ouverts sur lesquels les brés E et
F sont triviaux. Soit U un tel ouvert. Sur U , φ est donnée par une matrie m×n de fontions à
valeurs omplexes. On peut don dénir le rang de φ sur U . Ce rang ne depend pas des ouverts
de trivialisations hoisis. On peut don poser :
Dr(φ) = {x ∈ X |rang(φ(x)) ≤ r}.
C'est une sous-variété de X . On obtient don une suite de sous-variétés de X :
∅ ⊂ D0(φ) ⊂ D1(φ) ⊂ ... ⊂ D
min(m,n)(φ) = X.
Si φ est susament générique, pour tout r tel que 0 ≤ r ≤ min(m,n), Dr(φ) a pour odimension
(m − r).(n − r). Considérons maintenant deux sous-brés G et H d'un même bré V . En tout
point x ∈ X on a deux sous-espaes vetoriels Gx et Hx de Vx. Nous voulons aluler rang(φ(x))
en fontion de x. Notons i : G → V l'inlusion de G dans V et π : V → V/H la projetion.
Considérons le morphisme de brés omposition des deux morphismes :
π ◦ i : G −→ V −→ V/H.
En tout point x ∈ X on a un morphisme d'espaes vetoriels :
(π ◦ i)x : Gx −→ Vx −→ Vx/Hx.
On a rang((π◦i)x) = dimCGx−dimCGx∩Hx, i.e. rang((π◦i)x) = rang(G)−dimCGx∩Hx.
On est dans la situation dérite plus haut ave E = G, F = V/H et φ = π ◦ i. On peut don
dénir les lieux :
Dr(G,H) = {x ∈ X |dimC(Gx ∩Hx) ≥ r}
= {x ∈ X |rang((π ◦ i)x) ≤ rang(G − r}
= {x ∈ X |rang(φ)x) ≤ rang(G)− r}
= D
rang
C
G−r(φ).
Pour tout r ∈ [max(0, rang(G) + rang(H) − rang(V)),min(rang(G), rang(H))]. D'où la suite de
sous-variétés de X :
X = D
max(0,rang(G)+rang(H)−rang(V))(φ) ⊃ ... ⊃ Dmin(rang(G),rang(H))(φ) ⊃ ∅.
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Dégénéresene sur le produit de variétés des drapeaux
Nous allons appliquer le travail de la setion préédente aux brés tautologiques sur les var-
iétés des drapeaux Flag(f0, f1, ..., fn, V ). Pour p ∈ [0, n], désignons par Fp le bré i∗F ◦
π∗p Up sur Flag(f0, f1, ..., fn, V ). Notons par πi pour i ∈ {1, 2} les projetions respetives de
Flag(f0, f1, ..., fn, V )× Flag(f0, f1, ..., fn, V ) sur le premier et deuxième fateur. On dispose
don, pour tous (p, q) ∈ [0, n]2 de brés "tautologiques" π∗1(Fp) et π∗2(Fq), sous-brés vetoriels
du bré trivial V = Flag(f0, f1, ..., fn, V )× Flag(f0, f1, ..., fn, V ) × V . Au dessus d'un point
(x, y), la bre de π∗1(Fp) est le p-ième sous-espae vetoriel de V du drapeaux paramétré par
x ∈ Flag(f0, f1, ..., fn, V ). On a les morphismes suivants :
V π∗2(Fq)
π∗2 Fq
π∗1(Fp)
π∗1
Flag(f0, f1, ..., fn, V )× Flag(f0, f1, ..., fn, V ) π2
π1
Flag(f0, f1, ..., fn, V )
Fp Flag(f0, f1, ..., fn, V )
.
Considérons le morphisme de brés vetoriels :
φp,q : π∗1(Fp) −→ V −→ V/π∗2(Fq),
et les appliations pour tous (p, q) ∈ [0, n]2 :
ϕp,q : Flag(f0, f1, ..., fn, V )× Flag(f0, f1, ..., fn, V ) Z
(x, y) rangφ
p,q
(x,y)
.
En tout point (x, y), ϕp,q(x,y) = dimCFpx ∩ Fqy .
Lemme 41. Pour tous (p, q) ∈ [0, n]2 ϕp,q est semi-ontinue supérieurement sur le produit des
variétés de drapeaux Flag(f0, f1, ..., fn, V )×Flag(f0, f1, ..., fn, V ) et prend toutes les valeurs
de [max(0, fp + f q − f0),min(fp, f q)].
Preuve: Pour la première assertion il sut de prouver que l'appliation du produit des Grass-
maniennes grass(fp, V )× grass(f q, V ) dans Z donnée par :
(G,H) 7−→ dimCG ∩H
est semi-ontinue supérieurement.
Donnons la démonstration suivant [C-D-K℄. Soient G′ et H ′ prohes de G et H . Il existe
un automorphisme prohe de l'identité g ∈ GL(V ) tel que g.G′ = G. On peut supposer que
G′ = G. Soit I1 un supplémentaire de G∩H dans G. Soit I2 un supplémentaire de G+H dans
V . On a ainsi G = G ∩ H ⊕ I1 et V = G + H ⊕ I2. I1 et I2 sont en somme direte. Posons
I = I1 ⊕ I2, on a alors V = G ⊕ I et G = G ∩H ⊕G ∩ I. Lorsque H ′ est assez prohe de H ,
H ′ peut être vu omme le graphe d'une appliation h′ : H 7→ I. L'appliation qui a H ′ assoie
l'appliation h′ est ontinue. Soit x un élément de H ′. x s'érit (u, h′(u)). x est dans G si et
si seulement si u ∈ G et h′(u) ∈ I sont dans G e qui implique que u ∈ G ∩ H . En déoule
l'inégalité sur les dimensions.
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On peut don dénir pour tous (p, q) ∈ [0, n]2 onformément à la setion préédente les
sous-ensembles analytiques du produit des variétés des drapeaux :
Dr(ϕ
p,q) = {(x, y) ∈ Flag(f0, f1, ..., fn, V )× Flag(f0, f1, ..., fn, V )|rangϕp,q(x,y) ≤ r}
pour obtenir une suite de sous-variétés analytiques :
∅ ⊂ ... ⊂ Dr(ϕp,q) ⊂ Dr+1(ϕp,q) ⊂ ... ⊂ Flag(f0, f1, ..., fn, V )× Flag(f0, f1, ..., fn, V ).
Pour des raisons de dimensions si r < max(0, fp + f q − f0) alors Dr(ϕp,q) = ∅ et si r >
min(fp, f q) alors Dr(ϕ
p,q) = X .
Les variétés des drapeaux sont des variétés projetives. On peut en eet plonger la variété
des drapeaux Flag(f0, f1, ..., fn, V ) dans PN pour N assez grand par l'appliation de Veronese
itérée, de même pour le produit. Par G.A.G.A. les sous-ensembles analytiques Dr(ϕ
p,q) sont
don des sous-ensembles algébriques.
Posons pour tous (p, q) ∈ [0, n]2 et tous r ∈ Z Sr(ϕp,q) = Dr(ϕp,q) −Dr−1(ϕp,q). C'est
le lieu sur Flag(f0, f1, ..., fn, V ) × Flag(f0, f1, ..., fn, V ) des points tels que le rang de ϕ soit
exatement égal à r.
Proposition 50. La Z-déomposition dénie par les strates algébriques Sr(ϕp,q) dénit une
stratiation de Whitney du produit des variétés de drapeaux
Flag(f0, f1, ..., fn, V )× Flag(f0, f1, ..., fn, V ).
5.2.3 Espaes lassiants de strutures de Hodge mixtes
Cadre
Suivant le ontexte, on se plaera dans les atégories suivantes :
 (i) CatCRZ−MHS la atégorie des strutures de Hodge mixtes au sens usuel.
 (ii) CatCR−MHS la atégorie des strutures de Hodge mixtes sans strutures entières
sous-jaentes.
 (iii) CatC−MHS la atégorie des strutures de Hodge mixtes omplexes sans strutures
réelles sous-jaentes.
 (iv) CatTrif la atégorie des espaes vetoriels munis de trois ltrations exhaustives et
déroissantes .
On a les fonteurs oublis suivants entre es diérentes atégories :
Φz : CatCRZ−MHS → CatCR−MHS qui est le fonteur oubli de la struture entière
sous-jaente à une struture de Hodge mixte.
Φr : CatCR−MHS → CatC−MHS qui est le fonteur oubli de la struture réèlle sous-
jaente.
Φstr : CatC−MHS → CatTrif qui à une struture de Hodge mixte H = (HC, F •, Fˆ •,W•)
assoie l'espae vetoriel omplexe triltré muni de trois ltrations exhaustives et déroissantes
(HC, F
•, Fˆ •,W.
•).
Pour exhiber les onstutions d'espaes lassiants, nous aurons besoin d'équiper les morphismes
entre strutures de Hodge mixtes. Cei est possible d'après le théorème de Deligne que nous
avons démontrer géométriquement dans la partie 3 qui arme que la atégorie des strutures de
Hodge mixtes CatCR−MHS est abélienne. De plus elle est fermée par sommes diretes, produits
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tensoriels et dualisation.
D'après la déomposition de Deligne 34, la donnée d'une struture de Hodge mixte sur
V = VQ ⊗C induit une struure de Hodge mixte sur gl(V ) de bigraduation assoiée :
gl(V )r,s = {α ∈ gl(V )|∀p, q α : Ip,q → Ip+r,q+s}.
Soit S une polarisation graduée de la struture de Hodge mixte (V,W•, F •) et GC =
{g ∈ GL(V )W• |Gr(g) ∈ AutC(S)}. Alors (W•, F •) dénit une struture de hodge mixte sur
g = Lie(GC) par la bigraduation :
g
r,s = gl(V )r,s ∩ Lie(GC).
Dénition 51. Soit W• une ltration roissante d'un espae vetoriel omplexe de dimen-
sion nie V . Alors un endomorphisme semi-simple Y ∈ gl(V ) gradue() W• si pour tout k
Wk = Wk−1 ⊕ Ek(Y ) où Ek(Y ) est le sous-espae propre de Y assoié à la valeur propre k.
Notons Y(W•) l'ensemble des graduations de W•.
Pour dérire Y(W•), onsidérons Lie−1 l'idéal nilpotent de gl(V ) déni par :
Lie−1 = {g ∈ gl(V )|∀k α(Wk) ⊂Wk−1}
Il vient alors :
Théorème. [C-K-S℄Le groupe de Lie unipotent exp(Lie−1) agit de façon simple et transitive
sur Y(W•).
Rappel des lassiants de strutures de Hodge pures polarisées
Pour xer les notations et préparer le travail pour les strutures de Hodge mixtes, rappelons la
onstrution des espaes lassiants des strutures de Hodge pures polarisées d'après Griths
([Gr1℄, [Gr2℄ et [Gr-Sh℄).
Soit V un espae vetoriel de dimension nie et muni d'une struture rationnelle VQ et d'une
forme bilinéaire non-dégénérée :
Q : VQ ⊗ VQ → Q
de la même parité que k, pour k un entier xé. Donnons-nous une partition de dimV par une
somme d'entiers naturels {hp,k−p} symétriques par rapport à la diagonales i.e. hp,q = hq,p. On
peut alors onstruire l'espae lassiant de toutes les strutures de Hodge pures de poids k sur
V , polarisées par Q et satifaisant dimCH
p,k−p = hp,k−p.
D = D(V,Q, {hp,k−p})
On peut équiper et ensemble d'une struture de variété omplexe de la façon suivante. Posons
fp =
∑
r≥p h
r,k−r
et soit Fˇ la variété des drapeaux onsistant en toutes les ltrations dérois-
santes F • de V telles que dimCF
p = fp.
Lemme 42. Fˇ est une variété algébrique lisse.
Preuve: A été faite plus haut, dans l'étude des variétés des drapeaux.
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Soit Dˇ ⊂ Fˇ le sous-ensemble des ltrations qui vérient la première des relations bil-
inéaires de Hodge-Riemann Q(F p, F k−p+1) = 0. Le lemme qui suit est une onséquene du
lemme préédent :
Lemme 43. Dˇ est une variété algébrique lisse.
Preuve: Le groupe de Lie omplexe GC = AutC(Q) agit transitivement sur Dˇ et don Dˇ est
une sous-variété lisse de Fˇ .

L'espae ainsi dénit est lassiant dans le sens suivant : soit V → S une variation
de strutures de Hodge pures polarisées. Le hoix d'un point de base s0 ∈ S détermine une
représentation de monodromie :
ρ : π1(S, s0)→ Aut(Vs0).
Notons Γ le sous-groupe ρ(π1(S, s0)), la représentation de la monodromie peut s'érire ρ :
π1(S, s0)→ Γ. Le hoix du point de base nous donne don une appliation :
Φ : S → D/Γ.
Classiants dans CatCRZ−MHS , CatCR−MHS
Nous avons dénit suivant [Ste-Zu℄ la notion de variation de struture de Hodge mixte
graduellement polarisée V → S. On peut assoier à une telle donnée un espae lassiantM et
un morphisme de la base de la variation vers et espae lassiant (modulo le hoix d'un point
de base). Cet espae lassiant se onstruit de la façon suivante ([U℄, [Pea℄) :
Soit V un espae vetoriel omplexe muni d'une struture rationnelle sous-jaente VQ et
d'une ltration roissante W• dénie aussi sur Q, la ltration par le poids. Donnons-nous aussi
un ensemble S de polarisations sur les espaes gradués assoiés à la ltration par le poids, 'est
à dire une suite de formes biliéaires de (−1)k-paires
Sk : GrWk ⊗GrWk → C
et une partition de dimCV par des entiers {hp,q}.
On peut alors onstruire l'espae lassiant M des strutures de Hodge mixtes gradu-
ellement polarisées par S et vériant la ondition de dimension
dimCGr
p
FGr
W
p+qV = dimCI
p,q
(F•,W•)
= hp,q.
Commençons, de façon similaire au as des strutures de Hodge pures, par onstruire la
variété des drapeaux Fˇ de toutes les ltrations déroissantes F • de V telles que dimCF p = fp
où fp =
∑
r≥p,s h
r,s
. C'est une variété algébrique lisse d'après l'étude des variétés des drapeaux.
Dénissons ensuite Fˇ(W•) omme étant la sous-variété de Fˇ orrespondant aux ltrations
F • de V qui vérient en plus la propriété
dimCF
pGrW•k = f
p
k ,
où fpk =
∑
r≥p h
r,k−r
. Le lemme suivant prouve que Fˇ(W•) est lisse, sa démonstration est
similaire à elle du lemme préédent :
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Lemme 44. Le groupe de Lie omplexe GL(V )W• = {g ∈ GL(V )|∀kg : Wk → Wk} agit tran-
sitivement sur Fˇ(W•). Fˇ(W•) est don lisse.
Soit ensuite Mˇ l'ensemble des ltrations F • ∈ Fˇ(W•) qui satifont à la première des
relations bilinéaires de Hodge-Riemann ∀k Sk(F pGrW•k , F k−p+1GrW•k ) = 0. Alors :
Lemme 45. Le groupe de Lie omplexe GC = {g ∈ GL(V )W• |Gr(g) ∈ AutC(S)} agit transi-
tivement sur Mˇ qui est don lisse.
Preuve: Soit Y(W•) l'ensemble des graduations de V par W•,
Y(W•) = {Y |Y : GrW•V ∼=→V }.
Soit
Dˇ =
⊕
k
Dˇ(GrW•k ,Sk, hp,k−p),
et,
Xˇ = Dˇ × Y(W•).
Soit π : Xˇ → Mˇ la projetion qui envoie un point (⊕kF •k , Y ) ∈ Xˇ sur la ltration F • ∈ Mˇ
déterminée par la ltration ⊕kF •k sur GrW• et l'isomorphisme Y : GrW•V ∼=→V 'est à dire :
F p = ⊕kY (F pk ). L'appliation π est surjetive et le diagramme suivant est ommutatif :
Xˇ ×GC
(π,id) Mˇ ×GC
Xˇ π Mˇ,
et l'appliation π : Xˇ → Mˇ est don GC-équivariante. Ainsi si l'on montre que GC agit
transitivement sur Xˇ , on aura aussi prouvé que l'ation de GC est transitive sur Mˇ. Soit un
point P ∈ Xˇ , P = (⊕kF •k , Y ). Nous allons montrer la transitivité dans les deux diretions du
produit Xˇ = Dˇ × Y(W•). D'une part le sous-groupe de GC, GYC =
∐
k GC(Gr
W•
k ,Sk, hp,k−p)
agit transitivement sur Dˇ tout en maintenant le sindement Y onstant. D'autre part, d'après
le théorème 5.2.3 p.119 le groupe de Lie unipotent exp(Lie−1) agit de façon simple et transitive
sur Y(W•) et laisse Dˇ xe. D'où la transitivité de l'ation sur Xˇ et don sur Mˇ.

Pour toute variation graduellement polarisée de strutures de Hodge mixtes au dessus
d'une variété S nous avons donné la onstrution d'un espae lassiant M. Cet espae est
lassiant dans le sens où toute variation de strutures de Hodge mixtes assoiée au hoix d'un
point de base s0 ∈ S donne lieu à un morphisme
Φ : S →M/Γ,
où Γ est l'image du groupe fondammental de S par la représentation de monodromie ρ assoiée
au système loal sous-jaent à la variation de strutures de Hodge mixtes, ρ : π1(S, s0) →
Aut(Vs0). L'appliation Φ admet un relèvement au revêtement universel S˜ de S, qui mène au
diagramme ommutatif :
S˜
Φ˜ M
S
Φ M/Γ.
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Au dessus de M il y a un bré vetoriel universel V ltré par des sous-brés strits F•
tels que le tiré en arrière de es données par le morphisme Φ permet de retrouver la variation
de struture de Hodge mixtes assoiée à Φ.
Strate des strutures de Hodge mixtes R-sindées
Nous donnons ii une remarque (f [Pea℄, p.17) sur les strutures de Hodge qui sont
R-sindées. Par les mêmes méthodes que pour montrer que l'ation de GC est transitive, on
montre que le groupe de Lie réel
GR = {g ∈ GL(VR)W |Gr(g) ∈ AutR(S)}
agit transitivement sur la variété C∞ MR ⊂M qui paramétrise toutes les ltrations de Hodge
qui donne lieu à une struture de Hodge mixte qui est R-sindée. En partiulier l'ation de GR
préserve don la sous-variété MR.
On peut généraliser ette remarque aux autres strates que la strate α = 0,MR. Puisque
l'ation de GR ne modie pas les positions relatives de la ltration de Hodge et de sa onjuguée :
Proposition 51. L'ation de GR préserve les strates sur lesquelles l'invariant α est onstant,
i.e. préserve le niveau de R-sindement.
5.3 Etude des stratiations assoiées aux variations de strutures
de Hodge mixtes, exemple des variations de strutures de Hodge
mixtes de Tate
Considérons une variation de strutures de Hodge mixtes (V ,W•,F•) sur une variété S.
En tout point x ∈ S, le niveau de R-sindement de la struture de Hodge mixte au point x est
donné par
α(Hx) =
1
2
∑
p,q
(p+ q)2(hp,qx − sp,qx ).
Les nombres de Hodge sont onstants sur la base. En eet ils sont donnés par hp,qx =
dimC (Gr
F
p Gr
p+q
W V)x et orrespondent par dénition d'une variation de strutures de Hodge
mixtes aux nombres de Hodge d'une variation de strutures de Hodge pures de poids p + q.
Les sommes
∑
p′≥p h
p′,p+q−p′
sont onstantes pour tout p ar elles donnent les rangs des brés
induits par les Fp sur Wp+q/Wp+q−1.
Pour tout x, hp,qx = h
p,q
.
En terme des brés de Hodge, sous-brés strits de V , la formule devient
α(Hx) =
∑
p,q
(p+ q)2(hp,q − dimCGrpFxGr
q
Fx
).
Dans la partie omportement du niveau de R-sindement par opérations sur les strutures de
Hodge mixtes on a déomposé α en une partie ave les nombres de Hodge hp,q et une partie
ave les sp,q, α(•) = α+(•)− α−(•). Ave
α−s =
1
2
∑
(p,q)∈[1,N ]×[1,N ]
(2pq + 4)fp,qs +
1
2
∑
q∈[1,N ]
(2q − 1)f0,qs +
1
2
∑
p∈[1,N ]
(2p− 1)fp,0s −
1
2
f0,0s .
α+(•) est onstant.
La ltration onjuguée à la ltration de Hodge varie de façon anti-holomorphe sur la base
de la variation de strutures de Hodge mixtes. On ne peut don utiliser diretement l' étude
des morphismes de bré sur S de la forme
Fp → V → V/Fq,
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ar es morphismes ne sont pas holomorphes mais C∞. Pour nous plaer dans un adre holo-
morphe, nous allons "déplier" la variation.
Considérons la ltration de Hodge universelle F• au dessus du lassiant M et les deux
familles de ltrations F•1 et F•2 au dessus du produitM×M données omme tirées en arrière de
F• surM par les deux projetions sur le produit.M est naturellement équipé d'une onjugaison
omplexe ar haque point deM représente une ltration de Hodge dont la onjuguée est aussi
dans le lassiant. Soit z ∈M, on a alors,
dimC(Fp1 ∩ Fq2 )(z,z) = dimC(Fp ∩ F
q
)z .
Ainsi nous voulons étudier les sauts du niveau de R-sindement des strutures de Hodge
mixtes données par la variation en fontion des sauts de la quantité α donnée en fontion des
fp,q et des hp,q sur le produit des lassiants par le morphisme
M→M×M, z 7→ (z, z).
On veut don étudier la stratiation assoiée à l'invariant α par l'intermédaire de la
stratiation du lassiant par le morphisme
φ : S →M→M×M.
Pour dénir la stratiation de M×M nous avons le résultat :
Proposition 52. L'invariant alpha sur le produit du lassiant M×M assoié à la variation
de strutures de Hodge mixtes V → S est semi-ontinu supérieurement sur la base de la variation
à valeurs entières et dénit don une stratiation
M×M =
∐
i∈I
(M×M)i.
Preuve: C'est une appliation direte de la formule de α− et du lemme 41 p.117.

Par l'étude préédente de dégénéresene sur la variété des drapeaux nous pouvons donner
un expression expliite des strates pour α. La semi-ontinuité supérieure des ϕp,q sur M×M,
donnés ii par les rangs des morphismes de brés
p∗1Fp → V → V/p∗2Fq,
est équivalente à la semi-ontinuité inférieure des fp,q.
Etudions pour tout n l'ouvert {s ∈ M×M|α(s) ≥}. Rappelons que l'on note Drp,q =
{s ∈ M×M|fp,q ≤ r}. Alors, on rappelle que α+(s) = α+(s0) est onstant sur la base,
α(s) ≥ n
⇔ α−(s) ≤ α+(s0)− n
⇔ ∑(p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq + 4)fp,qs ≤ α+(s0)− 12 ∑
q∈[1,N ]
(2q − 1)f0,qs
−
∑
p∈[1,N ]
(2p− 1)fp,0s + f0,0s − n,
Notons par C tout e qui est onstant dans le menbre de droite, il vient,
α(s) ≥ C − n⇔
s ∈ ∪{rp,q,p,q ∈Z3|∑ (p,q)∈[1,N ]×[1,N ](2pq+4)rp,qs ≤C−n} ∩p,q Drp,q
Par intersetion ave l'image de M dans le produit on en déduit une stratiation qui donne
le niveau de R-sindement des strutures de Hodge mixtes, d' après la proposition
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Proposition 53. Le niveau de sindement α assoié à une variation de strutures de Hodge
mixtes sur S est semi-ontinu inférieurement sur le revêtement universel de S.
Preuve: Montrons d'abord qu'il est semi-ontinu inférieurement sur M. Comme α = α+ − α−
et omme α+ est onstant, il faut montrer que −α− est semi-ontinu inférieurement. −α− est
somme à oeients positifs des fontions s 7→ −fp,q d'après le lemme 37 p. 102 et de la fontion
s 7→ f0,0 qui elle est onstante omme rang de l'espae vetoriel bre. Ces fontions sont semi-
ontinues inférieurement d'après le lemme 41 p.117 e qui permet de onlure (on peut en eet
toujours supposer que l'une des deux ltration est xe dans le lemme bien qu'elles soient liées ar
onjuguées, l'automorphisme g pour passer de l'un à l'autre ne varie plus holomorphiquement
mais de façon C∞ mais seule la ontinuité est néessaire pour onlure ii).
Le revêtement universel de S est alors stratié par α d'après l'existene d'un morphisme
de e revêtement vers M assoié à la variation de strutures de Hodge mixtes :
S˜ =
∐
i∈I
S˜i.

Strates α = cste et hypothèse (H)
Considérons une variation de strutures de Hodge mixtes V → S sur une variété S que
l'on supposera simplement onnexe pour simplier. On en déduit une stratiation de S par le
niveau de R-sindement
S =
∐
i∈I
Si.
Théorème 8. Soit X une sous-variété de S inluse dans l'une des strates Si de la déomposition
assoiée à la variation de strutures de Hodge mixtes sur S alors l'hypothèse (H) est vériée
sur X pour la variation de strutures de Hodge mixtes assoiée sur X.
Réiproquement si (H) est vériée pour la restrition de la variation à une sous-variété
X alors X est inluse dans l'une des omposantes de la stratiation assoiée à la variation de
strutures de Hodge mixtes.
Preuve: L'invariant α est somme des x 7→ −fp,qx qui sont des fontions semiontinues supérieure-
ment d'après le lemme 40 et de la fontion x→ f0,0x qui est onstante omme rang du système
loal sous-jaent à la variation. La somme étant onstante, es fontions sont onstantes don
d'après la partie II (H) est vériée.
La réiproque est immédiate puisque les tp,q sont onstants si (H) est vériée, en eet
ette hypothèse est équivalente à la onstane des fontions x 7→ dimCGrpF•sGrqF•s qui ne sont
autres que les fontions x 7→ tp,qx .

5.4 Perspetives
5.4.1 Géométriser les variations de strutures de Hodge mixtes
Comme préisé i-dessus, on ne peut appliquer diretement les onstrutions de Rees
faites dans la partie 2 aux variations de strutures de Hodge, même par strates. En eet, le
prinipal obstale est le fait que la ltration onjuguée à la ltration de Hodge varie de façon
anti-holomorphe.
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Considérons une variation de strutures de Hodge mixtes sur une base S. Cette variation
telle que nous voulons l'étudier ii est la donnée d'un R-système loal VR ltré par une ltration
déroissante de sous-systèmes loaux W•R (omme pour le as pontuel, pour se ramener à la
situation de trois ltrations déroissantes, on assoie à la ltration roissanteW• par des sous-
systèmes loaux du système loal VR une ltration déroissanteW• en posant, pour tout entier
k, Wk = W−k), d'une ltration déroissante F• du bré vetoriel V := OS ⊗ VR tels que la
onnexion anonique assoiée au système loal, ∇, satisfasse la tranversalité de Grith pour la
ltration F• et qu'en tout point s ∈ S, (Vs,W•s ,F•s ,F
•
s) dénissent un triplet (ordonné) de trois
ltrations opposées sur un espae vetoriel. La ltration F•s se déduit de la ltration de Hodge
de la bre au point s par onjugaison par rapport à la struture réelle sous-jaente. Cette donnée
nous fournit un bré vetoriel plat muni de trois ltrations par des sous-espaes vetoriels strits
(V ,W•,F•,F•), le problème pour une utilisation direte de la partie 2 est que les sous-brés
dénis par la ltration onjuguée à la ltration de Hodge ne sont pas holomorphes mais anti-
holomorphes. On ne peut don pas utiliser diretement le ditionnaire par strates donné dans
l'étude des onstrutions de Rees relatives.
Pour palier e problème, nous allons déplier les données qui orrespondent à une varia-
tion de strutures de Hodge mixtes sur S, qui ontiennent de l'holomorphie et de l'antiholomor-
phie, en données holomorphes sur le produit de S par elle-même, de façon à rendre holomorphe
la ltration onjuguée à la ltration de Hodge et retrouver la situation initiale en onsidérant
les tirés en arrière des objets dénis sur le produit S × S par le morphisme (i, i) déni par :
(i, i) : S → S × S, (i, i)(s) = (s, s).
Nous voulons voir la variété originale S omme "l'antidiagonale" du produit S × S.
Considérons la situation diretement sur le produit du lassiant par lui-même. Nous
voudrions étudier les variations de strutures de Hodge à partir des objets qu'elles permettent
de dénir sur M×M. Ces données sont, en notant V = Vs0 la bre hoisie pour référene :
(i) le système loal V :=M×M× V ,
(ii) la ltration déroissante assoiée à la ltration par le poids W•,
(iii) la ltration F•1 := p∗1F• par des sous-brés vetoriels strits, et,
(iv) la ltration F•2 := p∗2F• par des sous-brés vetoriels strits,
où p1 et p2 sont les projetions sur le premier et deuxième fateur de M×M vers M,
(v) deux onnexions intégrables ∇i où i ∈ {1, 2} telles que F•i vérie la transversalité
de Grith pour ∇i.
Les deux onnexions pouvant se déduire l'une de l'autre, on peut remplaer les données
(i), (ii), (iii), (iv), (v) par (i), (ii), (iii), (iv), (v)′ où (v)′ ne porte que sur ∇1 par exemple.
Alors (V ,W•,F•1 ,F•2 )→M×M est un bré vetoriel ltré par des sous-brés strits et
tel que les ltrations soient exhaustives et déroissantes et tels que de plus pour tout x ∈M×M,
la donnée de (V,W•x ,F•1 x,F•2 x) est elle d'un espae vetoriel muni de trois ltrations opposées.
On peut faire la onstrution de Rees relative exhibée plus haut pour obtenir un faiseau
réexif équivariant pour l'ation du groupe T sur M×M×P2 qui provient de l'ation de e
groupe sur P2,
ξ(V ,W•,F•1 ,F•2 )→M×M×P2.
Rappelons l'hypothèse (H). Elle est satisfaite si pour tout (p, q), les faiseaux ohérents
GrpF1Gr
q
F2
V sont des faiseaux loalement libres surM×M, ela revient au même de demander
que les fontions sur ette variété x 7→ dimCGrpF1xGr
q
F2x
Vx soient onstantes. On sait par la
partie 2 qu'il existe une stratiation de M×M =∐i∈I(M×M)i telle que sur haque strate
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les restritions sont des brés vetoriels et tellles que l'on peut dérire le bré vetoriel triltré
en fontion du bré équivariant assoié.
Supposons que l'on ait un ensemble de propriétés (P ) à ajouter aux données
(i), (ii), (iii), (iv), (v) tel que l'on puisse établir, une équivalene entre variation de strutures
de Hodge mixtes sur M et objets holomorphes (ou algébriques suivant le ontexte) donnés par
(i), (ii), (iii), (iv), (v) et (P ) sur le produitM×M, alors au moins sur les strates sur lesquelles
l'hypothèse (H) est vériée, on pourrait traduire la donnée d'une variation de strutures de
Hodge mixtes sur S en termes de brés surM×M×P2, équivariant pour l'ation habituelle du
tore sur le produit héritée de l'ation sur le plan projetif, P1-semistable par rapport àM×M
plus une ondition (P )′ assoiée à (P ). Les onstrution de Rees sur les diérentsM×M×A1
dans ette desription feraient apparaître la propriété de transversalité de Griths (pour les
ltrations issues de Hodge et onjuguée) et la platitude de la ltration par le poids omme
dérit dans le lemme qui onlut la partie 2, intégrons es propriétés dans (P )′, on aurait alors
la desription géométrique des variations de strutures de Hodge mixtes suivante, en notant
V SHMP les variations de strutures de Hodge mixtes graduellement polarisées,
V SHMP sur M Sys. loaux + (i), (ii), (iii), (iv), (v) + (P )
FibP1−semistables/M×M,µ=0/M×M(M×M×P2/T) + (P )′
5.4.2 Strutures de Hodge limites
La possibilité de géométriser les notions de strutures de Hodge mixtes limites dépend
évidemment diretement du ditionnaire esompté i-dessus. Modulo es équivalenes dénir des
objets géométriques assoiés aux strutures de Hodge mixtes limites reviendrait à appréhender
les limites d'objets dans les espaes de modules ou hamps des objets de
FibP1−semistables/M×M,µ=0/M×M(M×M×P2/T) + (P )′.
5.4.3 Rigidité de variations de strutures de Hodge mixtes
Rappelons le théorème suivant, dû à Deligne,
Théorème. Une variation admissible de strutures de Hodge mixtes sur une variété kälhe-
rienne ompatiable est omplétement déteminée par sa représentation de monodromie et sa
valeur en un point, i.e. que, un système loal ltré (V ,W•) étant donné sur une variété du type
onsidéré S et en un point s ∈ S une ltration déroissante F •s telle que (Vs,W•s , F •s ) détermi-
nent une struture de Hodge mixte, alors il existe au plus une variation de strutures de Hodge
mixtes admissible qui prolonge es données.
On propose ii une idée pour trouver des exemples, à partir des données du théorème, i.e.
une représentation du groupe fondamental et d'une struture de Hodge mixtes en un point, de
telles données qui ne se prolongent pas en variation admissible de strutures de Hodge mixtes.
Considérons don un système loal ltré sur une variété S, (V ,W•) et une ltration
qui donne une struture de Hodge en un point. On peut alors en déduire une stratiation
du revêtement universel de S, S˜ par le niveau de R-sindement. Une telle stratiation doit
donner des informations géométriques (homologie) sur S˜, théoriques puisqu'elles orrespondent
à une représentation du groupe fondamental qui ne provient pas forément d'une variation de
strutures de Hodge mixtes. Si es informations sont ontraires à e que l'on onnait de la
variété, alors 'est qu'il n'y a auune variation de strutures de Hodge mixtes orrespondant
aux données initiales.
126
Si l'on a une desription des variations de strutures de Hodge mixtes sur un lassiant
M en termes de brés triltrés sur M×M omme expliité au-dessus, alors la géométrie des
strates est bien onnues dans de nombreux as ar elle est donnée par la dégénéresene de
morphismes de brés vetoriels. Par exemple sur M×M, les brés p∗1Fp et p∗2Fq sont des
sous-brés des brés universels, don le bré Hom(p∗1Fp,Vp∗2Fq) est ample et don suivant
[Ful-Laz℄, si la dimension attendue du lieu où le morphisme est de rang inférieur ou égal à r,
2.dim(M)− (fp − r)(f q − r) est au moins 1, alors e lieu est onnexe.
On a des résultats plus fort lorsqu'on peut équiper les brés dont on étudie les dégénéres-
enes de formes bilinéaires (f [Deb℄), qui pourraient provenir ii des polarisations assoiées
aux variations de strutures de Hodge mixtes.
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Annexe : Strutures twistorielles mixtes.
Dans et appendie on rappelle la notion de strutures twistorielles mixtes d'après [Si2℄. Les
entiers sp,q introduits dans la setion d'appliation à la théorie de Hodge permettent de donner
une desription expliite des strutures twistorielles mixtes en fontion des dimensions d'inter-
setion des sous-espaes vetoriels que dénissent les ltrations qui omposent une struture
twistorielle équivariante.
On xe une droite projetive P1 ave ses points 0, 1,∞ et le bré en droite standard
OP1 .
Dénition 52. Une struture twistorielle est un bré vetoriel E sur la droite projetive
P1 = ProjC[u, v]. L'espae vetoriel sous-jaent est E1, la bre en 1 du bré.
Elle est dite pure de poids ω si E est semistable de pente ω. D'après Grothendiek, [G1℄,
tout bré vetoriel sur P1 est somme direte de brés en droite. Cela est équivalent à dire que
E = ⊕iOP1(ai)i.
Dénition 53. Une struture twistorielle mixte est la donnée d'une ltration roissante W•E
par des sous-brés strits d'une struture twistorielle E telle que pour tout i les brés quotients
WiE/Wi−1E soit une struture twistorielle pure de poids i. La ltration W•E est appelée ltra-
tion par le poids. Elle est dite pure si le gradué assoié à la ltration par le poids est non trivial
en un seul degré.
Rappelons omment l'on peut fabriquer un bré vetoriel sur P1 à partir de deux ltra-
tions. Le travail qui a été fait sur P2 est une généralisation de ette onstrution.
Soit (V, F •, Fˆ •) un espae vetoriel muni de deux ltrations déroissantes et exhaustives.
On peut alors faire la onstrution du bré de Rees de la droite ane pour haune des l-
trations. Pour (V, F •) par exemple, on onstruit le faiseau loalement libre ξ(V, F •) omme
préisé dans la partie 1. Si l'on note j : Gm → A1 l'inlusion, e faiseau est le sous-faiseau de
j∗(V ⊗COGm engendré par les setions de la forme u−pvp pour vp ∈ F p (ave A1 = Spek[u]).
Nous avons vu, partie 1, setion 1.5.2, que 'est un faiseau Gm-équivariant pour l'ation qui
reouvre l'ation de Gm par translation sur la base A
1
(f plus bas). Comme dérit plus haut,
ou suivant [Si1℄, la onstrution (V, F •) 7→ ξ(V, F •) admet une onstrution inverse qui à partir
d'un faiseau Gm-équivariant sur la droite ane donne un espae vetoriel ltré. Si l'on part
d'un bré vetoriel obtenu à partir d'un espae vetoriel ltré par le onstrution de Rees, la
onstrution inverse donne la même ltration sur le même espae vetoriel, la bre en 1.
Revenons au deux ltrations. Par la onstrution dérite, nous obtenons deux faiseaux
loalement libres Gm-équivariants sur la droite ane. Nous allons reoller es deux faiseaux
par l'intermédaire de l'automorphisme de Gm, u 7→ u−1. Cei est possible ar les restritions à
Gm des faiseaux de Rees assoiés à haune des ltrations sont trivialisés par l'ation. On en
déduit deux isomorphismes ξ(V, F •) ∼= Gm × V et ξ(V, Fˆ •) ∼= Gm × V . Le reollement se fait
don par l'automorphismes de Gm× V donné par (t, v) 7→ (t−1, v). Le bré de Rees obtenu est
le bré Gm équivariant
ξ(V, F •, Fˆ •).
On a alors le résultat suivant : F • et Fˆ • sont n-opposées si et seulement si ξ(V, F •, Fˆ •)
est une somme direte de OP1(n).
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Cei se montre failement en utilisant un sindement ommun V = ⊕p,qV p,q aux deux
ltrations F • et Fˆ • ; e qui est toujours possible. Alors (V, F •, Fˆ •) est somme direte d'objets
munis de deux ltrations triviales déalées ⊕p,q(V p,q, DecpTriv•, DecqTriv•). Or,
ξ(V p,q, DecpTriv•, DecqTriv•) = V p,q ⊗C OP1(p.O + q.∞)
∼= V p,q ⊗C OP1(n),
donne l'expression de ξ(V, F •, Fˆ •) en prenant la somme direte sur les ouples (p, q), e qui
permet de onlure l'équivalene annonée.
Rappelons que le groupe Gm agit sur P
1
par translation
µ : Gm ×P1 → P1
(t, u) 7→ t.u
Une struture twistorielle mixte (E ,W•) est dite Gm-équivariante s'il existe un isomorphisme
de faiseaux ohérents ltrés sur Gm ×P1
ρ : µ∗(E ,W•) ∼= p∗2(E ,W•),
où p2 est la projetion sur le deuxième fateur, tel que les deux morphismes que l'on peut en
déduire sur Gm ×Gm ×P1
(µ ◦ µ)∗(E ,W•) ∼= p∗3(E ,W•),
où p3 est la projetion sur le troisième fateur.
Proposition 54. [Si2℄ La atégorie des strutures twistorielles mixtes Gm-équivariantes est
équivalente à la atégorie des strutures de Hodge mixtes omplexes.
Donnons une idée de la preuve. Comme nous l'avons au dessus et dans l'étude des on-
strutions de Rees sur la droite ane, un espae vetoriel ltré est la même hose qu'un bré
Gm-équivariant sur la droite ane A
1
. D'un tel bré équivariant on peut don déduire deux
ltrations sur la bre au dessus du point 1. La ltration par le poids est données par la ltra-
tion de ette bre au dessus de 1 par W•. Dans l'autre sens, on fait la onstrution du bré de
Rees assoié à deux ltrations (F • et Fˆ •). Le bré obtenu est ltré par des sous-brés strits
assoiés à la ltration par le poids ar à haque niveau de ette ltration, en partant du plus
bas, on a un sous-bré strit. C'est bien une struture twistorielle mixte ar haque omposante
du gradué assoié à la ltration par le poids du bré de Rees, notée W•, est isomorphe à la
onstrution du bré de Rees assoié au ltrations F • et Fˆ • induite sur gradué assoié par la
ltration par le poids de la strutures de Hodge omplexe. Or les ltrations F • et Fˆ • sont par
hypothèse opposées sur haque omposante du gradué, ainsi haque omposante du gradué par
la ltration W• est pur i.e. de façon équivalente pour un bré vetoriel sur P1, semistable de
pente l'indie de la omposante de la graduation.
Soit H = (HR,W•, F
•, F
•
) une struture de Hodge mixte réelle
(resp. H = (HC,W•, F
•, Fˆ •) une struture de Hodge mixte omplexe). Les entiers sp,q =
dimCGr
p
FGr
q
F
(resp. sp,q = dimCGr
p
FGr
q
Fˆ
) permettent d'expliiter la forme sindée (qui existe
toujours d'après le résultat de Grothendiek) de la struture twistorielle mixte assoiée par la
proposition 55 p.130 à la struture de Hodge mixte réelle (resp. omplexe). En eet d'après
la déomposition en somme direte expliitée pour l'équivalene entre espe vetoriel muni de
ltrations opposées d'une part et brés de Rees sur P1 semistable, il vient, aveHC = HR⊗RC,
ξ(HC, F
•, F
•
) = ⊕(p,q)∈EH ξ(V p,q, DecT rivp, DecT rivq)
∼= ⊕(p,q)∈EHO(p+ q)dimCGr
p
F
Grq
F ,
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et ainsi
ξ(HC, F
•, F
•
) ∼= ⊕(p,q)∈EHO(p+ q)s
p,q
,
(resp. ξ(HC, F
•, Fˆ •) ∼= ⊕(p,q)∈EHO(p + q)s
p,q
). Le bré de Rees est ltré par des sous-brés
strits assoiés à la ltration par le poids. La onstrution étant fontorielle, pour tout n ∈ Z,
on a la suite exate
0→Wn−1ξ(HC, F •, F •)→Wnξ(HC, F •, F •)→ GrnWξ(HC, F •, F
•
)→ 0.
Or GrnWξ(HC, F
•, F
•
) ∼= ξ(GrnWHC, F •, F
•
). Les ltrations de Hodge et onjuguée sont op-
posées sur le gradué assoié à la ltration par le poids, don
GrpWξ(HC, F
•, F
•
) ∼= ⊕(p,q)∈EH ,p+q=nO(p+ q)dimCGr
p
F
GrnW
∼= ⊕(p,q)∈EH ,p+q=nO(p+ q)h
p,q
Don ξ(HC, F
•, F
•
) est onstruit par extensions suessives à partir de brés de la forme
⊕(p,q)∈EH ,p+q=nO(p+q)h
p,q
En alulant d'une part le rang et d'autre part la première lasse de
Chern de la struture twistorielle mixte assoiée à une struture de Hodge mixte par l'expression
expliite en fontion des entiers sp,q ou des entiers de Hodge hp,q, on retrouve les relations (qui
se déduisent aussi de relations sur les dimensions)
∑
(p,q)∈EH
(hp,q − sp,q) = 0 et ∑(p,q)∈EH (p+
q)(hp,q − sp,q) = 0, e qui justie l'emploi d'une expression quadratique pour dénir l'invariant
α,
α(H) =
∑
(p,q)∈EH
(p+ q)2(hp,q − sp,q).
Le bré ξ(HC, F
•, F
•
) assoié à la struture de Hodge mixte réelleH = (HR,W•, F
•, F
•
) ∈
CatCR−MHS ne onserve que les données de la struture de Hodge mixte omplexe assoiée
par le morphisme oubli de la struture réelle CatCR−MHS → CatC−MHS . Dans [Si2℄, on in-
troduit une involution antiholomorphe τ de P1 et une notion de faiseau τ -équivariant. Cette
onstrution dans le as de P1 a été suivie pour la partie Strutures réelles du ditionnaire
entre espaes vetoriels triltrés et brés sur le plan projetif. Ii l'information de la onjugaison
entre les ltrations qui permettent de former le bré de Rees est odée par la τ -équivariane
du bré de Rees assoié à es ltrations. Un bré est dit Gτm-équivariant s'il est à la fois Gm
et τ -équivariant.
Proposition 55. [Si2℄ La atégorie des strutures twistorielles mixtes Gτm-équivariantes est
équivalente à la atégorie des strutures de Hodge mixtes réelles.
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